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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起,在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学 教材. 这些教材体系严密,论证严谨,有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时, 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着 作用. 客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用,起了不可忽略的影响,是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 

家眼界为之一新,并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中,尽管苏联的数 

学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断,更没有及时地进行跟踪，能看 

懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 

学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 

家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计戈! J 推出一批优秀教材，建议将其中的一 

些^学教材组织翻译 出版. 这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 

的高度 重视. 会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 

况的专家座谈讨论,大家一致 认为: 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 

视野,开拓思路,对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 

学教材选译》系列正是在这样的情况下,经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 



• ii . 《俄罗斯数学教材选译》序 

经过认真选题并精心翻译校订,本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 
主,也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材,也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版,但经多次修订重版, 
面目已有较大变化,至今仍广泛采用、深受欢迎,反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的 借鉴. 这一教材系列的出版，将中俄載学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来,对推动我国数学课程设置和教学内容的改革, 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才,可望发挥积极的作用,并起着深远的影 

响,无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 

2005年10月 



“线性代数学既是一个古老的同时 
又是一个全新的数学分支 


H . 布尔巴基 




本书是整个《代数学引论》教程的第二卷(简记为 [ BAII ]), 它的目的在于系 
统地阐述数学的一个重要分支——线性代数学的基础，尽管在本教程的第一卷 
中我们对其已有所触及.因为代数理论的观点和几何理论的观点同等重要 ，因 
此，线性代数学和几何学这一对典型的“孪生姐妹”将会以同样的身份呈现岀来. 
在平面和三维空间的解析几何教程中已经知道了很多对于两个或者三个变元 
的代数关系式的几何解释.重要的是,线性代数依据几何直观支撑的术语和概 
念适用于任意维数 n 的 n 维空间. 


“线性代数与分析”，“线性代数与微分方程”以及其他更多在大学教程中使用的 
术语反映出这样一个事实,线性的概念是数学中最为普及的概念之一，或者,更广泛 
地说，它是整个自然科学中最基本的概念之一.把问题分成线性的和非线性的并不 
是要满足数学家们的特殊癖好，而是在更广泛意义上理解的线性代数力所不及的地 
方,我们的直观的相对弱点所造成的，这一点我们已经完全认识清楚了. 


在20世纪初就已经完全发育成型的线性代数体系在不同的方向上继续得到发 


B ：： 




且曰臻完美.与此同时，它的依赖于极限过程的无穷维部分，本质上说，走向了泛函 
分析,而计算部分,特别是与实际使用电子计算机的可能性相关的部分,变成了独立 
的科学的研究对象.现在提供的这本书不可能充当面面俱到的线性代数手册，这不 
仅仅是因为它不能包括上面提到的两个方向，而首先是因为它对应用的阐述不够充 
分(尽管这最后一章可以称为是应用).在这方面，列在补充文献清单中的問包含了 


丰富得多的想象力，令人沉思的动议,并且还有线性代数概念的量子力学解释.可以 
把该书推荐给所有想要向标准教程范围以外涉猎的读者.而现在这本书最多只能容 
纳閃中的一些片断.我们的打算和希望可以归结为,读者(首先是一年级大学生)详细 
地研读了教科书内容(在一个学期内每周四个小时上课,四个小时练习),其后再以两 
书的补充章节为家庭读物,能在线性代数领域培养出现代数学思想. 

不言而喻,为了理解本教科书的课文只需要很好地掌握第一卷(简记为 [BA I ]), 
也就是第一个学期的学习内容.这两卷中的术语和表达是完全一致的，而所有新引 
进的东西都做了特别的解释,顺便说一句,第?章§9的习题 r 在课文中总是简单地表达 
成习题 p . q . r . 不同于 [BA I , BA I ], 用专门篇幅单列的习题提示与答案读者最 

好到万不得已时再去光顾它. 

作者清楚地认识到，把教学参考书 [2] “变得通俗化”，特别是强行改变其固有 
的格调是一次极其徒劳无益的任务.现在(却)这样阐述了，仅有的可辩解的理由 
是作为大学生质疑的回应,这种适应早就准备好了，而仅仅由外部原因大大延迟 
未能实现罢了. 
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也许未必值得指出，没有经过开发的森林不同于有人侍弄的公园或者人工栽培 

的井然有序的树林.在所有这些差别中又含有那么多的相同之处，以至于在不能品 

尝蘑菇味道,不能欣赏修剪过的草坪的魅力的外星人看来，林区就是连成一片的，长 

满草木的，充满各种不同高度和形状的山体，而我们却称之为大森林.如果把本书的 

这一章与 [ B A I ] 中讲述坐标向量空间的第 2 章相比较，就会发生类似的 事情. 抽象线 

性空间是用公理化方法引进的，它的元素被称为向量,正因如此,也经常称它为向量 

空间.相应的公理系统，本质上仍然是 G . 佩亚诺(1明8)年完成的,它很好地适应了在 

线性代数中占有中心地位的线性映射(特别地,线性算子)理论的 需要. 与此同时，矩 

阵的概念似乎也不再居次要地位了，首要的意义在于获得了研究对象不依赖于基底 
选择的不变性质. 

但是,在深入到抽象的森林去之前，不妨再一次沿着有人侍弄的公园走一走，即 

回顾一下由具体的长度为 n 的行向量组成的 空间. 我们有意地在已知资料的部分的 
重复中进行，以磨平抽象叙述的不顺畅之处. 

§1柚象向量空间 

1 . 论据与公理系统 在 [ BAI ] 的第 2 章，我们研究了长度为 n 的行构成的 n 维向 
量空间 R n = {(xi,--. ,x n )\xi G R } 以及与 m x n 矩阵互为单值对应的 IT 1 ㈣ 线 
性映射，当 m = n 时，双射线性映射^4 : IT — 的特点是行列式性质 detA 一 0, 
后者允许用克拉默规则求 解把仏 4与 IT 中一个固定向量结合在一起的那个线性方程 
组，在 detA 的情形，齐次线性方程组构成 IT 1 的一个子空间，但是,正如当时就已经 
指出的那样，这个子空间(更精确些，线性包络)是另有规律的对象:如果允许有基 
底(1，0,…，())，•••，（()，•••，0, 1), 那么线性包络 C / C R n 通常并不具有这样形式的 
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基底,这种不方便是由于的规律太过于具体造成的. 

事实上,我们已经实实在在地使用过的,并将在下面反复出现的性质 
Bn 8 不只适用于空间 R 71 , 例如，看在中学已经研究过的微分方程6^/也 2 +$ = 0. 
显然，它的一般解可写成 x ( t)=asin t+pcos t 的 形式. 如果 a G ， 你使得对所有的 t 都 
有 aosin t +/3 Q cos 纟=0,那么，令 ti = ti / 2 , 纟2 = 0就得到 a 。 = Q = ( 3 q . 这个情况为我们 
做下面的事情提供了基础：用以下定义1的精神去讨论部分解 sin t，cos t 的线性相关 
性和讨论方程式 fx / 汾 2 + dx = 0—般解的二维线性空间. 

定义 1设只是个任意域.满足下列公理的元素(叫做 向量 ) 的集合 V 称之为域反上 

的向量 ( 或线性 ) 空间： 

i ) 在 V ■上给定了 一个二元运算 V x V 4 V , 通常记成加： （ x ， y ) H x + y , 且赋 
予 V 阿贝尔群结构 (空间 V 的加法群 ). 可见 

Bill : x + y = y + x (交换律)； 

Bn 2 ： ( x ’+ y )+ z = x +( y + z ) (结合 律)； 

Bn 3 ： 存在一个与众不同的元素0,称为零 向量， 它对任意 xe V 都有 x + 0 = x ; 
BII4 ： 对每个 x G V 存在一个逆(或 反) 向量一 x 使得 x + (― x ) = 0. 

ii ) 在集合只 x V 上给定一运算 ( A ， x ) H Ax , 称为用只中的纯量乘 V 中的向量而且 
要具有下列性质. 

Bn 5 : i.x = x ( 酉 性)； 

Bn 6 : ( a/?)x = a (/3 x ) 对任意 a ， /? G 反和 x € V 都成立 (结合 律)； 

加法和乘法用下面的两个分配律联系在一起： 

BUr : (a + /3 )x = ax + /3 x ; 

BII 8 : A(x + y ) = Ax + Ay . 

要注意这样一种情况，在 Bn 7 的左侧的符合+是对域反的元素而言的，而右侧的 
符号+则是对于向量的.更严格地说，应该用不同的符号表示在阿贝尔群 v 中的加 
法和域反中的加法(比如说，用 ㊉ 和 +). 同样的处理还有反 X V 上的乘法运算和域反的 
乘法运算(比方说，用 o 和 •）. 但是，通常并不这样做，因为它们各自的作用总是非 
常清楚的，然而，为了使这个说明内容更丰富且预先避免出错，我们研究一下正实 
数的集合^ = R+. 令 xey = xy (集合 R 中的通常的乘法)和 A 0 a = /卜的 A 次幂, 
x G M + ,A G R) 就不难相信，公理 BI^ -BII 8 是成立的，所以 V 是 R 上的向量空间. 
1G R+ 是零向量.显然，在给出的这种情形通常的记法 x +y = xy,\x = /就有可能 

引起困惑. 

_ 

这里还有一个例子，另外一种更令人喜欢的方法.设 V 是复数 C 上的一个向量空 
间，我们定义一个新的向量空间 P ， 它与 V 具有相同的加法子群 V ，但有另外一种用纯 
量做的乘法 ( A ， x ) A 0 X = Ax , 其中 X 是 A 的共轭复数，因为 A H X 是域 C 上的自同 
构，容易相信 f 是个向量空间.不用符号 0( 或者其他的某个符号)同时研究 V 和 t 可 
能还是挺困难的. 
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^定读者可能已经注意到了，在我们这里，空间 V 的向量用黑体,小写拉丁字 
母表示，而有时也用希腊 字符. 但是,在抽象向量空间中将用普通斜 体字; 在具体的 
特例中遵循这一原则可能是不便于实践的，而用符号头顶上加箭头表示向量又太笨 
重了. 在并不复杂的技巧之下，我们采用的妥协就不会引起误会. 

由向量空间 V 的定义可以直接导出一些推论，在今后使用它们时就不再引 证了： 

i ) 对所有的 A G ^,x G V 都有 Ox = AO = 0. 事实上，由 BII 7 , Ox = (0 + 0 )x = 
Ox + Ox ， 从而 0 x =0. 类似的 ， AO = A (0 + 0) = AO + AO , 也就是 AO = 0; 

ii ) Ax = 0 4 A = 0^# x -0. 如果,比方说 ,A ^ 0, i ^ x = l . x =( A - 1 A ) x = A - 1 ( Ax )- 
A -^ O ; 

iii ) (n . l)x = x + x + ••• + x(n 重 加). 简单地用 nx 代替 ( n . l)x 是很自然的，其 
中1是域只的 单位. 如果只是个特征数为 p 的有限域,那么 px =0; 

iv ) (- l)x = -X. 事实上, x + (- l)x = lx + (- l)x = (1 + (- l))x = Ox = 0 

2. 线性 包络. 子空间 注意，给定任意一整套纯量 A ! ，•-- , A n G 細向量 Xi ，…， 
x n , 我们可以建立表达式 


AiXi + • • • + \ n yii n — > 」 

i=l 

并称其为向量 a 以\为系数的线性 组合. 更一般地，如果/是某个指标集，它可能是无 
限的，且# = {xk e /} 是V中向量的子集，那么，对任意系数尽而它们之 
中只有有限个不为零，研究其线性组合^ 都是有意义的，显然 

iei 

A ([ 入成 )= Z (AA,)x, 

是以 AAi，< e /，为系数的线性 组令. 类似地，两个分另 lj 以\和 a 为系数的同样的向 
量&的 线性组合的和 ‘ 


( > : 入 j + ( > : ) — > : ( A * + 

\iei J Kiel J iei 

就是向量 A el 的以 乂+⑷ 为系数的线性 组合. 这些 AA/i 冲只有有限个不为零.这 

样 一来， ^ e M 的各种可能的线性组合的集合 〈Mb 相对于向量加法运算和向量乘以 
纯量的运算是封 闭的： 

A G 只 , x, y e (M) x + y G 〈 M〉, Ax e (M). 

简法说 〈M〉 是集合 M c V 的线性包络. 

定义 2 设 V ■是域只上的向量空间， [/ C V 是它的一个子集，而且它还是 V 的加法 

子群，同时，在纯量乘之下回到自身，那么， V 上运算在 [/ 上的限制导出 [/ 的向量空间 
结构，把它称为 V 的向量(或线性)子空间. 
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任意多个向量子空间的交集仍然是向量子空间(见§2第4目的 开头； 这是个简单 
的练习，对于群的情形的练习在 [BA I ] 中已经见过了).我们看到，向量族 M C V 的线 
性包络是 V 的子空间.而且，显然， 〈 M 〉 是包含 M 的最小的子空间.还可以说， 〈 M 〉 是 
由 x e M 张 成的子空间或者是由 x e M 生 成的子空间.如果，一开始 M 本身就是一个 
子空间,那么， 〈 M 〉 = ilf . 

我们引入一些今后要遇到的向量空间的例子. 

例 1( 零维空间） 在任意域反上都存在一个零维(一个元素)向量空间^ = {0}, 它 
的用纯量做乘法的规律是 A 0 = 0. 

例 2( 将基础域本身作为一维坐标空间） 定义 V =尽 V 的基本运算与域只的运算 
一致.如果1是域的单位元，那么，可以认为，反 = 〈1〉是1张成的线性包络. 

更一般如果域反是自己的一个 子域® 的扩域，那么只就可以看 成是® 上的向 
量空间.例复数域 C 是实数域 R 上的向量空间，而 R 是有理数域 Q 上的向量空间 • 

例 3 (n 维坐标空 间尸； 见 [BA I ]第2章，其中 R 可用任意域贈换）当 n = l 时，就 
得到上面的例子.我们很快就可以看到(见 §3), 所有的子空间 C 把 必然是某个齐 
次线性方程组的解构成的空间. 

例 4( 函数空间） 在 [BA I ] 第 4 章§3之第1目已经引进了函数环它实际上还 

是 X 上线性空间(环 K 需要用域来代替).换言之， X 是任意一个集合，•^是个域，•^是 
所有映射(函数)：/ : X — 反的集合，它具有逐点定义的加法和用纯量乘： 

(/ + 9)(^) = f {^) + d ( x ) i 对所有的$ e X ; 

( Xf )( x ) = A (/( x )), 对所有 A G ^, xGX . 

可以对每个 X e X 建立一个相应的称之为集中在 {4 上的4函数4: 

6 x (x) = 1, 6 x (x f ) = 0,x ^ x r . 

如果 X = {1,2,... , n }, 那么，通常用心取代 &( 几这是对于克罗内克符号的标准表 
达.在这种情形， 炉与 疋 1 相同.换言之，函数/可以相应地表成它的所有的值的向 
量(/(1)，/(2)，… ，/( n ))， 而函数本身可单值地表成函数的线性组合形式 

/ — /(1)占1 + /(2)如 + • • • + f ( ji ) S n . 

对于无穷集合叉的情形,类似的结论失去了意义，因为无穷多个向量的和没有定义(如 
果没有特别涉及拓扑学的话). 

可以大致相似地研究定义在整个直线或者区间 ( a ，6 )C R 上的实值函数.容易验 
证，所有连续函数的空间作为一个子空间包含在线性空间 R ( a ， b ) 中，所有的连续 
可微的函数的空间也作为子空间包含在 M ( a ， b ) 中，等等，因此，所有已经指出过 
的性质在函数作加法和用纯量作乘时都会继续保持， 

例 5次数< n - 1的多项式/ € 邓辦 通常的多项式加法和用纯量乘多项式的运 
算构成一个向量空间 Pn . 应该指出，次数等于一个固定数 fc 的所有多项式不能构成一 
个线性空间.但 m 个变元的 fc 次型与零一起加以研究，构成一个向量 空间. 


例 6 设 〆 t ) 是一个固定的在区间 [ o , 1] 上连续的实函数，在某个区间 J C [0,1] 上 

不等于零.而 R ⑼是所有形如 /( 咖⑷的函数的集合，其中/⑷是次数彡 n - 1的多项 
式,那么是个包含在1^^中的向量空间. 

例 7 (矩阵空间） 按矩阵计算规则(见 [BA I ]第2章)，任意阶数为 m x n 的矩阵可 
用域只中的元素乘之，且任意两个相加结果仍得到同样类型的矩阵,且满足这里所有 
的公理,所以 mxn 阶矩阵构成一个向量空间•当 m = n 时，方阵环礼⑻同时也是足上 
的向量空间，被称为 代数. 相应的一般定义我们将在第2章§2给出，而且按实际作用， 

在例2和例4的对象中经常碰到. 

例 8 [ Amer . Math . Monthly , 1990, V . 94, p 60— p 62] 矩阵义 € M n ( Q ) 被称为是 

半幻的(或者是半幻方)，如果矩阵的每一行的系数的和与每一列的系数的和都 相同: 

n n 

Qjfc — akj = ( t ( A ) G Q , 1 ^ ^ n . 

k=l k=l 

n 

如果还有 tivl = a ( A ):= E ai ， n + l — i ， 那么，就称 ^ 是魔幻的(或者幻方). 

1 = \ 

幻方自古以来就吸引人们的注意力.它引起我们关注的一个相当明显的原因是， 
所有半幻方的集合 SMa gn ( Q )， 以及同样的，所有幻方的集合 Ma gn ( Q ) 都是 Q 上的向量 
空间，而且 

Mag n ( Q ) c SMag n ( Q ) c M n ( Q ). 

j 

值得一说的是,我们没有研究以正整数1，2,…， n 2 为系数的 n x n 幻方组合集合的数 

目.关于这点，见 M . M . 鲍斯基尼柯夫《幻方 》(MarHHecKHe KBa ^ paTbi ), M .: Hayka , 
1964. 

3. 关于几何解释的说明 如果只 = R (对应地，只 = C ), 我们就称向量空间 F 是 

实的 (对应地， 复 的). 也就是说，从实践的观点看，这种情形最令人感兴趣，尽管大量 
的理论部分并不取决于域只的特性. 

在我们生存的三维空间中，由固定点引出的所有线段的集合，毫无疑问，可 
以充当向量空间的极自然的模型.用数 A GR 来乘一个线段，即使得它的长度 
延长 A > 1倍(或 A < 1，压缩 A 倍)，并且 A 为负数时取反方向.有向线段的加法按 

平行四边形法则建立.这个实向量空间同样与自由几何向量的集合一致，只要 
约定，两个有向向量经平移后能重合即为相等. 

物理的3维空间岭的对象可以借助图形加以表达.多维空间的情形(我们将在§2讨 
论维数)，我们直觉能力受到严峻考验,然而,系统地对几何方式的呼应不仅是有用的 
而且是必 要的： 形成稳定成型的结合，使得理论更加生机勃勃. 

对向量空间几何学感到生疏可能也与域反的特性有关系.例如，只 = C , 那么 
在 C 上的直线就是1维坐标空间 C 1 ， 复平面 R 2 (不要将其与 C 2 混淆)可作为它的直观的 
几何 表示. Wiz^x + iye C 1 对应点 ( a ;，?/) G R 2 , 用数 0 乘之,得到 | a | 倍延长并逆 
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时针旋转角度 arg 仏特别地，当 a = -1 时，它在 R 1 上的限制把 C 1 旋转 MO 。 给出“翻 
转”直线.在第3章§4将叙述复化和实化运算，在其中利用了代数封闭域 C 的优越性， 
而 n 维复空间([^就可以表示成 2 n 维的实空间 R 2n . 


还要注意,物理空间岭比同样维数的坐标空间内容丰富得多，因为在]4中定义 
了向量的长度，向量间的角度，图形的面积和体积.所有这些补充信息不知不觉地转 
移到用以反映抽象空间的图形上，这个抽象空间的公理系统暂时还是贫乏的，以度 
量概念丰富起来的公理系统仅在后面各章才完全地实现. 

至于向量空间 F 在何种程度上受纯量域性质的影响也同样可以从以下看出: 
如果只是个有限域，那么由炉带来的几何结构是“有窟窿的”(爲的离散性的推 论). 
但只的这个缺点有时可以结合灶的线性几何学使用另一种离散图(见图 1) •例 
如，在二元域 F 2 = {0, 1} S Z 2 上的 n 维坐标空间 F 纟允许与，中的 n 维立方体顶点的 

集合{卜1,0，… • ， £ n ) i^i = 0或者 Q = 1} 自然地等同起来. 





(0, 1) (1,1) 

• - • 

(0,0) (1,0) 

n=2 

n 2 ={(o,o) ，（ u)} 


(0 ? h 1) _ a h 1) 

(0,0,1 


} o ， l ，0) 一/1，1，0) 

(0,0,0) (1，0,0) 

/ z =3 


n 3 ={(0, o, o),(i, i,0), (i,o, i),(0, i,i)} 

图 l 


由具有性质 e 1+ e 2+ ...+ e n = o 的点 ( q ， Q , • • • ，〜)构成的子空间 n n (注意 1 + 0 = 0 + 
1=1; 0+0二 0=1+1) 给出一个最简单的可以校正一个错误的纊号(见 [BA I ]，第 4 章， 
§3之第6目).也就是说，约定，编码信号只对应点(^而， Kn n ， 同时，取得 
具有性质 A + +… . + 4 = 1的点 ( AA ， … 〆 n )， 我们有充分的根据可以认为， 
在接收时,信息带着外部干扰所导致的错误一起过来.我们的码带有奇偶性验证，自 
然地，不能发现两个错误，因为，那时 ( AA ， … ,^ n ) en n . 

习 题 

1. 下列集合是否构成域 R 上的向量空间： 

(1) M n (R) 中秩为一固定数 r 的所有 矩阵； 

% ♦ 

♦ 

(2) M n (R) 中所有对称矩阵(^4 = A); 

(3) M n (R) 中所有斜对称矩阵 pA = —A); 

1 

(4) M n (R) 中所有行列式为零的 矩阵； 

(5) M n (R) 中所有迹为零 trA = 0的矩阵(矩阵 A = (ciy) 的迹用关系式 trA =如1 +奶 2 + ... + 

义)； 

(6) M n (R) 中所有迹为正数的 矩阵； 




_§2 维数与基底 _^ 

(7) 对固定的72，所有形如 /(f) = (Cli + 0«2 + • • . + fln) — d\t — • • • — Cint n 的多项式 (fli G M). 
2. 在有限的 p 元域 F p 上的长度为 n 的行向量(町，...，: r n ) 的坐标空间 Fg 中共有多少个元素? 
在] Fg 中方程 aim +…+ OL n X n = 0 (Q；i G 不全等于零)有多少个解？ 
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1. 线性相关性类似于 [BA I ，第2章]，我们引进下面的 

定义1 空间 y 的向量，… ， v n 称之为 线性相关的， 如果它们有一个非平凡的 

♦ 

I 

线性组合 存在； 换言之，有不全为零的纯量处，…, a n 使得 

Q；iVi + a 2 v 2 H - h a n v n = 0. 

否则， 就称向量组 Vi ，… ， v n 是线性无关的 • 

当向量 W ，…， v n * 有一个是零，这些向量不可能是线性无 关的： 例如 ， Vl = 0, 
那么，令叫=1， a 2 =…= 0,即得到一个等于零的非平凡线性组合. 

定理1 向量 v ； l ， …， v n ，n 彡 2 是线性相关的，当且仅当，其中之一个向量是其余 
向量的线性组合.向量组线性相关，只要它的某一个部分组是线性相关的，换言之， 
如果向量组线性无关，那么，它的所有的部分组都是线性无关的. 

我们有意省略了证明，因为它是足够显然的而且是 [BA I ] 第2章§1中相应定理证 
明的重复，事实上,随后可以证明 

定理2 如果在空间 F 中，线性无关的向量组 e ； L , … ， e s 的每个向量都是向量& ，… • ， 

ft 的线性组合，那么， s 彡亡. 

证明回想我们以前的推断(仅仅相差一点表达).按条件有 

©1 = Q；llfl + 0^21 f 2 + …+ 


e s = OJlsfl + Oi2s^2 + … + Oits^t-, 

其中是纯量.设 s > 用系数作成 e ； L ， … ， e s 的线性组合 

xiei H - h x s e s 

= (<^11 怎 1 + <^ 12^2 + ••• + + • • • + {o^tlXi + Ott2^2 + • • • + OttsXs)it^ 

% 

% 

t 

进一步，看由具有 5 个未知量的〖个方程组成的线性方程组 

^11^1 + 0^12^2 + • • • + OL \ s x s = 0? 


&tl 怎 1 + + • • • + O^ts^s =z 0. 

那么,按假定，我们的齐次方程组必有非零解 ( A ， …，/ 3 S )( 参阅相关的 [BA I ] 第1章§3 
推论2及 [BA I ]第4章§3,在那里得到了任意纯量域上线性系统的重要见解).这意味 




着 ， Aei + ...+/3 s e s - 0是个非平凡的线性关系式，但这与定理的条件相矛盾，所 

以 s 彡亡. □ 

推论 y 中任意两个等价的线性无关组都必有同样数量的向量(可以是无 
限多个). 

这里，我们认为两个向量组是等价的，如果一个组里的每一个向量都是另一向 
量组的线性组合. • 

当然，等价的线性相关的向量组可以分别由不同数量的向量组成,甚至, 
一个等价组可以是线性无关的，而另一个是线性相关的，然而,如果在 f 中的给 
定的向量组中我们取两个极大的线性无关的部分组 (极大意味 着不可能由更 
多的向量将其扩充成线性无关的部分组)，那么，这两组必然有同样多个向量. 
可用定理1和定理2证明之. 

定义2 在给定的向量组中任意一个极大线性无关的部分组所含的向量的个数 
被称为该向量组的秩(或称秩数). 

我们建立的应用于空间 F 上的事实还有另外一些解释，这些解释将在今后的叙 
述中起奠基性作用. 

2. 向量空间的维数与它的基底 可以分成两种 情况： 或者在空间 F 中有任意多 
个 向量线性无关(有任意秩的向量组)，此时，说 F 是无穷 维的; 或者 F 中所有足够多的 
向量作成的向量组都线性相关.无穷维线性空间的内容丰富的理论要求具备更多的 
附 加条件，通常是拓扑结构，这里只会偶尔地遇到无穷维空间. 

定义 3在线性空间 F 中有 n 个线性无关的向量，而不存在具有更大数目向量的 
线性无关系，则称 F 是 n 维 (记为 dim$F = n 或者更简单地 dim F = n ). 零空间被认为 

是零维的. 

这个定义与直线 (1 维空间)，平面 (2 维空间)和空间岭 (3 维空间)的维数概念是完 
全一致的. 

用新的术语，向量组 {V l5 V 2 , …丨的秩与线性包络^^，…〉的秩 相同. 

例 i ) 坐标空间肜维数为 n (见 [BA I ]第2章)，要不是这样，我们这里定义的维数 
概念就是不完备的. 

ii ) mxn 阶矩阵空间的维数是 mn ， 在这个空间中，把矩阵的元素排成长度为 mn 的 
一行，就可以用坐标空间只 _ 来标记 m x n 阶的矩阵空间. 

iii ) §1中例4中的函数空间显然是无穷维的. 

iv ) 一^变元的次数彡 n -1 的多项式空间显然是 n 维的，比如，向量1 …，尸- ] 

就是线性无关的. 

( k Tfl _ 1 \ 

(验证它). 

在后两个例子中可以毫无困难地指出 n 个向量的线性无关组.但对于维数的定 
义，还需验证的是，这些空间没有秩更大的组.容易想到，如果运用定理2或它的推 
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论，就可以避免去逐个检查各式各样的组. 

定义 4设 F 是域反上的 n 维向量空间，任意 n 个线性无关的向量 ei ，… ， e n 构成的 
组就称为空间 F 的(有限的线性的) 基底. 

有理由认为，零维空间的基底由向量的空集构成. n 维空间的定义已指明了在 F 中 
基底的存在性. 

下面的定理指出用怎样的方法由给定的基底能实际地建立新的基底. 

定理 3 设 F 是炎上向量空间，有基底 ( ei ，… ， e n ). 那么，有如下 论断： 

i ) 每个向量 v ,€ F 都可以唯一地表示成向量 e ； L ，...， e n 的线性组合形式； 

ii ) F 的任意的线性无关向量组&，… ， f s ， s 彡 n 都可以扩充成基底.特别地，任意 
一 个向量 v # 0都可以包含在某一个基底之中. 

证明 i ) 把给定的向量 v e F 和给定的基底放到 一起， 按 n 维空间的定义，就得 
到一个线性相关组，进而得出一个非平凡的关系式 

♦ 

♦ 

Q!V + + • • • + CXfiGji — 0, 

且系数 a 应该不等于零.从而 


v = (- a -1 ai)ei + …+ (- a '* 1 a n ) e n 


就是基底向量的线性组合. 

由两个分解式 


+ …+ Priori — w — 7iei + • • • + j n e n 

的存在性，相减后，我们就能得到 

(Pi — 7 l) e l + * * • + (Pn — 7 n ) e n = 0， 

再由 ei ，… ， e n 的线性无关性即可得到所有系数都等 于零： 

A - 71 =…= - 7 n = 0, 

也就是 A = 71 ，…， /3 n = 7 n . 这刚好建立了分解的唯一性. 

ii) 考察向量组 

fl ， • • • 5 fsj * * * ®n* ( 1 ) 


现在从⑴中选择出一些向量,使得每个向量都不能由它俞面的那些向量线性表示出 

来.根据条件， fl , * * , f S 线性无关，所以，其中任意一个都不能由它前面那些向量表 
示出来.从而可以假设选择岀来的组 如下： 


f 1， • • • ? 5 ， • •. ， • 


( 2 ) 
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任意非平凡的关系式 


aifi + • •. + a s f s + + • • • + = 0 

若仇# 0 且是脚码中的最大者，那么，在向量组 (2) 中推知 e ifc 可由它前面的向量组 
表示出来，按其构造方式，这是不可 能的. 另一方面，由 i )， F 的每个向量均可由基 
底 ㈣ ，… ， e n ) 线性表出，从而就能由向量组⑴表岀，进而可由⑺表岀 • 这样,线性无 


关组 (2) 是极大的，它就是 V 的一^个基底，而 h 


ei t 就是找到的补足者. 


□ 


在结论 ii ) 的证明中所使用论断，习惯上，称之为施泰尼茨替换 原则. 结论 ii ) 的一 


个浅易的推论是蕴涵式 


V \^ V2 ^ n < r 2 , 

其中 Vi , F 2 是空间 F 的子空间，维数分别为 rjr 2 . 

说明 1有限维空间 F 的基底中向量的个数不随基底变化,有时基底就简单地被 
认为是空间的子集，而不在意具体的基底元素(或者基底元素的排列顺 序). 应用矩 
阵 形式，基底元素的标号问题就没有意义了，这将在下一步弄得更清楚.指标集的 
结构整体上由事物的本质确定，事实上，指标并不是永远只涉及自然数，如函数空 
间#(只是个域，阅 < oo ) 的△函数基底 G X }(见§1之例 4 )可以很自然地用元 
素 a G X 来标记.而且，如果 X 是有限群，那么，义上取值于爲的所有函数的线性空 
间妒即成为灶的 | X | 维代数(见§1第2目末尾的定义)，只要令 

S x * S x f = Vx 5 x f G X 

并将其线性地扩展到所有的函数 / = = E〆〆 ) 心 上去： 

/ * 厂 E /( 物 ，= E (E f(x)g(x~ 1 y) \ 5 y . 

x ^ x f £X y£X VxGX / 

该运算被称为卷积. 若又= {〜•••， ： r n } 而在 p 中取用自然数标号的基底(△:，•-, 
A n ), A , = 心，那么，用公式4 ~ 来确定指标顿时就产生了困难 • 

3. 坐标.空间的同构 有了定理3就可以有下面的 

定义 5设 ㈣ ，… ， e n ) 是反上向量空间 y 的一个基底，由表达式 

V = Ax©i + • • • + 

s 

得到的纯量 Ai ，… ， A n G 只即称为向量 V 在给定基底之下的 坐标. 

: i -- * 

如果 ， x = QiiGi +• - -- ha n e n , y = /?iei + • • *+/3 n e n ? 那么， x+y = (ai + Pi ) g \ + … 
+( a n + /3 n ) e n , 即向量 X， y 相加时它们的坐标相加.其次，同样地 ， Ax = Aaiei + • -- 
+ Aa n e n ， 所以，用 A 乘 x 时就用同一纯量 A 乘向量 x 的坐标.所有坐标均为零的向量恰 

好是零向量. 



§2 维数与基底 


.11 . 


如果是以 M [ t ] 中次数< n - 1 的多项式为向量的向量空间，正如已经指出的， 
e 0 = l, ei = t ,... , e n _! = 就是一个基底.在这个基底之下，多项式/⑷= 

ao + ait + • • • + a n _ it n _ 1 的坐标就是它的系数 a 。， ai , … ， a n _ i . 但是，同样地，/⑷可 
以写成形如 


/W — /(^) + -«；)+•.• + - 柴 ■(《 - a ) n_1 5 

这就意味着〜在 基底蜕 = l , e [= t - ar - , e ；.! = (t - af - 1 之下，它有坐标 


/( a )，/’( a )， … 


严一 1 )⑷ 

( n - 1 )! • 


在]^ 中向量 x =(叫，…，％)对于基底 e；L = (1,0, … ，0)， e 2 = (0，1... ,0), ••- , 
e n = (0, ()，•.• ， 1)( 从前，我们记成五⑴，五⑺, ... ，五 ( n )) 的坐标是数 ai , o ； 2 , … ， a n (从而 

就把这个空间称为坐标空间)，但是，有由无穷多个其他的基底构成的集合,在每个 
基底之下同一个 x 的坐标就是一个新的数组 • 

酿，看一^扰态艇 神離. 设 y 是域灶的 n 维向駐间，（以，…， e n )， «•••， 

< ) 是它的两个基底. 一 个基底的向量用另 一 个基底的向量表示 出来： 


e i — anei + a 2 i ©2 + •.. + a n ie n ， 


e n = ^ln e l + ^2n©2 + • • • + ^ nn e n . 


(3) 


系数叫 G 織决定了一个矩阵 


A 



an ai 2 … ain 

4* 

^21 CL22 9 - - CL2n 


9 W 


^nl a n 2 • • • (l 


nn 


称它为由基底 (句 ，… ， e n ) 向基底 （ ei ， …，的转换矩阵.需要强调的是，向量<对 
于基底(％•••， e n ) 的坐标位于矩阵 4 的第 j 列. 

獅量 v G ，…， e n ) 之下_示是 V ，…， A n ，而:雜（屹…, 

<) 之下的坐标是 A 〖， … ， Y n ， 即 


Aiei H - h A n e n = v = X[e[ H - h A’ n e’ n . 

V 

用表达式 ( 3 )， 以 e : 替换得到 

i 

♦* 

v = Aiei + …+ A n e n 

— A^anei + CL 21^2 + …+ CLnl ^ n ) + …+ ^ n ( a l^ e l + a 2 n ®2 + …+ ^ nn e n ) 5 
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从而有 


.♦ 

A 


Ai = CLllX / 1 + Oi2A ， 2 + • • • + ainA’ 




An 


a 


lA’i + a n 2 入 ’2 + 


• •參 




或者，如 [BA I ]第2章所写的那样 


⑷ 


^ X = AX 7 (4，) 

V 

其中 X = , A n ], [ Ai ，... , A ； J 分别是原有的坐标列和新的坐标列. 

公式(4)，借助矩阵4导岀的线性变换把向量 v 的原有的坐标 Ay , A n 用新的 
坐标，…，表示出来. 

我们一开始就可以用，…，… ， e n 表示出来(在 F 中两个基底等价)，从 
而有公式 

乂 i 二 入 1 + <2 入 2 + …+ o! in X n ， 1 彡 i 彡 n. (5) 

它们的存在表明，矩阵 4 导出的线性变换是可逆的，即 det 4 一 0, 而且 (5) 变成 


X r = 义-乂 



也就是说，得到了 

定理 4 在由矩阵义决定的空间 F 中从基底 ( e : ，… ， e n )$ 基底 ( e 〖 ，…，<)的转换 
中，向量在新的基底之下的坐标可由原有的坐标借助矩阵 A - 1 导出的线性变换表达 
出来. 

要特别注意，新的基底(上角加了撇_的)可按公式 (3) 由原有基底表示出来，自 
然地，按公式⑷可把原来的坐标用新的(上角加了撇“〃’的)坐标表示出来(需注意求和 
顺序)，此时新坐标用原有坐标的表达式则需要复杂的过渡矩阵转换运算.坐标的运 
用把向量运算归结为纯量(比方说，在 R 上的数0的作用.选择合适的坐标系(基底)常 
常可以从本质上简化计算.利用基底和坐标系的概念，我们现在可以从代数学的角 
度把同_维数的向量空间看成是一样的. . 

定义6 称域只上的向量空间 F 和 W 是同构的， 如果有双射映射， F W 使得对 
任意 a, /3 G u, v G K 都有 


f(au + /3 v ) = a /( u ) + /3/( v ). (6) 

换言之，/是 F 到 W 的具有补充性质 /( au ) = a /( u ) 的一个加法群同构.同样可 
以说，/ 在爲 上是线性的，或者/是織性的.由群同构的定义推知，映射广 1 同样地 
是 W 到 y 的同构.此外，同构的合成 


c / 上 y -4 w 
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/ % : — 研还是同构，可以直接看出，维数是同构不 变的： 如果 ( ei ，…，〜)是1/的 

一个基底,那么，（/⑷)，…， /( e n )) 就是 W 的一个基底.反之亦然. 

下面的定理表明，没有其他的同构不变量. 

定理5只上所有的同一维数 n 的向量空间都同构.更精确地，它们都同构于坐标 
空间爲 n . 

证明设(以，…， e n ) 是 n 维空间的任意一个 基底. 任意向量又=的以+ ...+ 

a n e n 的坐标叫，…，0^是唯一确定的，所以, F 中向量和爲 n 中的向量之间的对应 

/ : x ( ai , …， a n ) 

是个双射.如果 y = + • • • + /3 n e n , 那么 

參 

ax + /3 y = (aai + PPi ) e x + • • • + ( aa n + 肌) e n , 

舞 

v 

〆 

从而有 

/(ax + ( 3 y ) = (aai + /%，…， aa n + ( 3 p n ) 

= a ( ai , … ， a n ) + /?(/3 i , … ，(3 n ) = a /( x ) + (3 f ( y ), 

这就是同构性质的表达式. □ 

定理的存在性表明，只要先选择好 F 的一个基底就可以过渡到但是，仅仅限 
于在允 1 中研究线性问题至少是个不方便的限制，因为真正的目标是得到与基底选择 
无关的结论.此外，转化到疋 1 上去将损失掉很多空间的直观特性，如一般3维空间，多 
项式空间，等等. 

注意在两个向量空间 F , W 中，如果只有一个唯一确定的同构,那么，只有两种 
情形： 1) F = VK ={0}; 2 )dim F = l=dim W , 而且只是个二元域(试证明之). 

有时,两个向量空间确定的某个同构与人的意愿,比如说在 F 中与在 W 中的基底 
选择没有关系，这样的同构将称为标准的或者自然的，用以区别于所有其余的， gH 禺 
然的”.下一节我们将会遇到自然同构的有特性的例子. 

4. 子空间的交集与和我们把众所周知的集合理论中的交和并运算应用到子 
空间上.两个子空间％，[/ 2 c F 的交集 R nc / 2 , 显然地，是个子空间，同样可以照搬 
到任意子空间族 { f /々 e /} 的交集 C / =「|%上([/可能是零空间).实际上，零向量属 

iei 

于所有的从而属于 C /， 因而 C / 非空.其次,如果 x，ye C /， 那么，它们的任意的线性 
组合 ax + /? y 必属于所有的 G ， 从而有 ax + ( 3 yeU . 

注意，两个子空间的并集 R UC / 2 未必是子空间.例如,若 e l 5 e 2 是 y 中任意两个线 
性无关的向量且 C 4 = ( e 1 ) : U 2 = 〈 e 2 〉， 那么 ， CA U t / 2 不包含 ex + e 2 . 

容易看出， F 的包含[^和％的最小的子空间显然是 


U = {ui + u 2 |ui G C/i,u 2 e C/2}. 
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这个子空间称之为 CA，t/ 2 的和，且用 CA+C/2 代表，很清楚， C/i+C/ 2 = l / 2 + lh , 还有， CA + 

u 2 = C/2 则必要而只要 CA C f/ 2 . 类似地可定义任意有限个向量子空间 CA ，…，^的 

和，意即， c/i + • • • + c/ m 就是包含所有取自于 K，1 < i < m 的向量的各种可能的线 

性组合的最小子空间.此时，任何一种排列括号的方式都一样，因为％ + (% + C4) = 
{Ui + Uj) + U k . 

如果 A B 是3维物理空间的两个图形，其交可能非空，而它们的体积是 vol ㈤， 
vol ⑻,那么，关系式 


vol(^4 U B) = vol(^4) + vol(-B) — vol(4 ft B) 


成立. 

与其类似的空间的情形可表达成 

定理6设 [/和 W 是向量空间 F 的有限维子空间.那么 ' 

dim ( C 7 + W) = dimC / + dimW - dim ( C 7 fl W). (7) 

证明我们设 

dim U = k, dim W = l, dim ( C 7 fl = m . 

因为 C / nWcC /， W ， 故 mgfc ， m^L 在 C/n W 中选择那样的基底 ( ei ，… ， e m ) ，根据 
定理 3 它一方面可以扩充成 [/ 的基底 ( ei ，• • •， em;ai ，… ， afc _ m )， 而另一方面它又可以 
扩充成 W 的基底 ( ei ， … ， e m ; bi ， … ， bz - m ). 和 C / + W 的每一个向量必形如 u + w ， 其 
中11€ C /， w € VF ， 而这意味着 

U -hW = ( ei , ••- , e m ; ai , … , a fc _ m ; bi , … , b /_ m ). 


如果，我们能够证明向量组 


ei，•. • ， a/c — 饥 ; bi，• • • ， b/— m 

是线性无关的，那么就有了与⑺一致的关系式 


dim(C7 + W) = m + (fc — m) + (/ — m) = k + l — m, 

于是证明就完成了.假设不然，会 


m 


k—m 


l—m 






> : OLiS-i + 


o 




1) 公式⑺与格拉斯曼 ( G . H . Grassmann ， 1809— 1877) 的名字 相联. 




是个非平凡的关系式.于是，我们有 




O ^ i^i 




3 = 


其中，等式的左侧是 CZ 中的元素，而右侧是 w 中的元素.这表明，它是 c/n w 的元素， 

I — 

我们可以记之为 -E f 5 s e s , 或者 

j—l s=l 


m l—m 

5 s e s + = 0. 

S=1 j=l 

然而，子空间 W 的基底 { eiL ，…， e m ; ln ，… ， b z _ m } 的线性关系式应该是平凡的，特别 
地， 有 Pi =…= Pi- m = 0. 进而，现在已经变成子空间？7的基底 { e ! ，… , e m ; ai , • -- , 
afc - m } 的关系式 (*) 也应该是平凡的， 7 l = ' ' ' = 7m = O：! =…= OLk-m = 0- 我们得 
到了所需要的矛盾. □ 

因为，和 C /+ W 的维数不能超过规模大的空间 V 的维数，所以，在定理6的基础上， 
经常可以得到关于子空间的交的非平凡性的结论.例如，3维空间的两个平面或者5维 
空间中的两个3维子空间都必然包含公共直线，因为这两种情形都有 

dim U + dim W > dim V . 


关于可利用的术语，我们有如下的 

说明2 在 n 维向量空间 V 中存在所有各个小维数的子空间,容易相信，可以在 V 中 
嵌入子空间链 


0 C Fi C F 2 C • • • C V n -! cv n = v = ( ei , ••- ， e n 〉， 

其中％ = ( ei ,-. - , e ,). 1 维的向量空间被称为直线， 2 维向量空间是平面，当 fc >3时， 
就称是 fc 维平面.设 C 7 是向量空间 F 的子空间.差 


codim U = dim V — dim U 

被称为子空间 (7 的余维数.余维数为1的子空间被称为超平面.超平面的概念是相对 
的，直线是2维向量空间 W 的超平面，而 W 却可能看成是更大维数的向量空间 F 的一 
个 平面. 

5. 直和 在非零的线性子空间的和 

C/ = R + C/ 2 + • • • + C/ m (8) 

中，任意向量 ue C / 都可以写成形如 


U = Ui + U 2 H - h u m , Ui e Ui 


⑼ 
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一般地说，表示方法不是唯一的. 

定义 7如果每个向量 u e C / 都能唯一地表成⑼的形式，那么，就称 (8) 是 直和而 

且用 

= CA ㊉ … ㊉ ?7 m 

和 (8) 是直和，只要对零向量的情形 (9) 有唯一的表示.也就是说， 

0 = Ui + U2 + • . . + u m => Ui = 0, U2 = 0,…, u m = 0. 

事实上，如果这个较弱的条件成立，那么，由展开式 

Ui + U2 H - h u m = U = Ui + U2 H - h 

就可以得到 0 = (Ui - ui) + (u 2 - U 2 ) + • • • + (u m - u^), 其中 Ui —u; e C/i. 按假定， 
Ui - u- = 0, 1 ^ z ^ m 或者 Ui = ui , u 2 = u^ ， … ， u m = ，即，直和的展开性质 

成立 • 

约定 一 ^表达方法 


?7 i + • • • + + • • • + Um = C/i + …+ Ui-i + + … + U m . 

定理 7 和^/二^^ +仏+…+ ^是直和的充要条件是 

% n (C4 + ••• + & + ••• + u m ) = 0 ( 10 ) 

对每个 i = 1 ， 2,…， m 都 成立. 

证明 设这个和是个直和，看任意向量 X e R n (R +…+ & +…+ Um ), 其中 
指标 i 是固 定的. 这样 ，X = Ul + • • • +屯+…+ Um ， 于是对零向量我们可得两个等式 

= Ui + • . . + Ui_i + (—x) + Ui+1 + • •. + u m . 

因为这是个直和，所以这两个分解应该重合.特别地 ， -X = 0,从而 (10) 式成立. 

反过来，设 (10) 为真，去证明零向量分解的唯一性(正如我们已经知道的，这就足 
以使和为直和).事实上，可从任意一个分解式 


0 = ai + • • • + + • • • + a m 

出发，于是对任意^ = 1，2,…， m 有 

~= ai + •.. + 3-i-i + a^+i + • • • + a m e n (C/i + ••• + & + ••• + C/ m ) = 0. 

从而， = 0. □ 


在 m = 2 的情形，定理7变成特另! J 简洁的公式：和 C / 


R + C /2 是直和分 CAnc /2 


o . 


特别地，援引关系式(7)，就得到 dime / 


dimC / i + dimC /2. 这个性质的一般性可表述成 


定理8 和 C 7 




+ 


參 參 


• + 1是直和，当且仅当 


dimC/ 


9 9%/ 

dimUi ， 


( 11 ) 


^=1 


证明可用对 m 的归纳法实现之.当 m =2 时，命题的真确性已经在前面指明了. 
而对于任意 m 的情形可采用定理6和定理 7. 就是说.如果和是直和，那么 R +… 


+Ui + 


• ♦參 


+ c / m 也是直和，于是，有 


dimC/ 




dim Ui + dim(?7i + 




+ t/i + 


# # • 


+ Um ) — 


dim % ft (?7i + 


# 拳 ♦ 


+ R + 


參## 


+ £/ m ) 


dim Ui + (dim U\ + 


• ♦拳 


+ dim Ui + 


癱擧參 


+ dimf/ m ) 


0 




« r i / 

D dim % 


i=l 


反过来，如果公式 (11) 成立，那么所有子空间 K 的基底合并起来就是 C / 的一个基底，进 
而可知和是直和. 口 


m 维的子空间 W 使 


得 F 


略加变化，可得 

定理9对 n 维空间 F 的任意一个 m 维子空间 C /， 都有一个 n - m 维的子2 
= [/ ㊉ 称 [/和 W 是互补的子空间). 

证明设 ( ai ，…， a m ) 是 C / 的任意一个基底，将其扩展成 V 的一个基底⑷ 


•• ,a 


b 


• ,b 


n—m 


)( 用定理 3). 令 W 


(bi 


•，b 


n—m 


立刻就得结论. 


□ 


到现在为止，我们所关注的直和都是在一个固定的向量空间 f 中，这种直和通 
常称为内 直和. 但是，有时有必要考察同一 个域只 上两个向量空间的外 直和， 而这 
两个空间并不预先作为某个空间的子空间.这时， C /® w 应该被理解为所有有序 


对 ( u ， w)，u G C /, w G VF 的总体 F 


UxW . V 中加法和纯量乘运算按公式 


a ( u , w ) +/?( u ’, w ’) 




(au + /? u ’, aw + /? w ’). 


实现.这类似于用两个坐标轴构作一个平面. 

所有的向量 ( u , 0) 构成 F 的一个子空间 G ， 它同构于 C /， 而向量(0, w ) 构成同构 


于 W 的子空间兩.这里的同构 ( u ，0) 



u , (0, w ) 



W 是显 然的； 同时，可以记成: 


C/ ㊉ W 




V 





外直和 


内直和 


因为我们已经把 C / © W 看作向量空间 y 的直和.进一步要讨论的大多是关于内直和 
的，因此，所有的细节都可以省略掉. 
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6. 商空间一般来 说， X 寸一^定的子空间 L C F 会有很多的补子空间 W C F 使 
得 L ® W = F ， 而且，所有这些补子空间都同构于同一个向量子空间，它由 V 和 L 用绝 
对不变量形成，而不依赖任何个人意愿. 

把 F 和 L 看成阿贝尔加法群，集合 

x + L = {x + y|y G L } 

说成是 V 对于 L 的一个 陪集， 向暈 x 是这个陪集的一个代表元.如果0 # z e (x + L ) n 

( x ’ + L ). 那么 ， x + y = x ' + y / = z 且 x + L = x’ + L = z + L . 所以，两个陪集或者不相 

交或者是重合的.对固定的 L ， 设 x : = x + L ， 每个向量 v e F 必落入这样的一个陪集， 

而且，若7 = F / L 是所有 F 对于 L 的陪集的集合.那么，在 F 上按照 X + F 

则就建立了 F 上的阿贝尔群结构.交换性和结合性可直接验证.显然，5 = L 是这个 
阿贝尔群的零元 ： x + 0 = 5 cT 0 = x . 其次 ， -x = ^ x . 

令 A 文 = 灰也就是， A(x + L ) = Ax + L，VA e 只，我们容易相信，§1中的所有公 

理都得到满足.例如 

1 * (x -j - Z/) — l.x + Z/ = x + Z /， 
a(j3(x + L)) — a(/?x + L) = a/?x + L = (a/?)(x + L). 

这样一来 ， F = V / L 以自然的方式获得了向量空间的结构，称它是空间 V 对子空 
间 L 的商空间(或者说是模 L 的商空间).在陪集中我们考察由同余式 

x 三 x ’( modL ) 分 x — x’ e L, 

确定的等价类，这些都是套话. 

例6设乂 = R 2 是坐标平面，而 L 是 x 轴.经过 O 点引出的任意一条非水平线都可 
充当 L 的余子空间 M (图 2). 



余集 M 与每个平行于 x 轴的直线只相交于 一点， 因此， M 可随所有这些直线的集 
合变化，这个集合恰好就是 F / L . 

定理10设 V = L ㊉ M 是个直和， L,M c V . 那么，映射/ : u u + L (u G 
M ) 是 M 与 V / L 之间的同构. 


§2 维数与基底 
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证明事实上，/是个线性映射，因为 

/(au + /? v ) = au + + L = a(u + L ) + /?(v + L ) = a /( u ) + /?/( v ). 

设 v + L 是 y / L 的一个任意元素，按条件 ， v = x + y,x G L,y G M , 所以， 

v + L = x + y + L = (x + L ) + (y + L ) = L + (y + L)=y + L = /( y ). 

这表明 / 是个满射.其次，如果 u e Ker /， 那么 u + L = L ， 因此 u e L . 但 u e M ， 
而 L n M = 0 , 所以 ， u = 0,故 Ker / = 0. 可见, / 是个 双射. □ 

推论设 L 是 F 的任意一个子空间.那么， 

•> 

； 

dim V /L = dim V — dim L • 

换言之， dimV/L = codimyL . 

证明按照定理 9 可以找到一个子空间 W C F 使得 V = L ㊉ M . 从而 dimM = 
dimV - dimL . 再按照已经证明了的定理10,这个子空间 M 必然同构于商空间 F / L . 

□ 

习 题 

1. 在 g 元域％上的 n 维向量空间 F 中，对于1 有多 少个 A : 维的子空间？ 

2. 试指出由下列各种 n 阶实方阵构成的空间的 维数： 

(1) 对称 矩阵； （2) 斜对称 矩阵； （3) 迹为零的矩阵. 

3. 由所有的一个变元 f 的次数的满足条件/( I ) = 0的多项式组成的空间的维数是多少？找 
出这个空间的一个基底来. 

4. 和 y R R +…+ 是直和的充要条件是 

(Ui + •.. + Ui —\) C\Ui — 0, 1 <C i ^ ui . 

5. 找出空间的基底 (1， V .. 广 1 ) 向同一空间的基底 (1,@- a ), … ，@- a ) n-1 ) 的 
转换矩阵. 

6. 设 (9 是 Q 上不可约多项式 /eQ [ t ] 的一个复根.求出空间 Q [(9] =〈1，6>，…， 6> fc , …〉 q 在 Q 上 
的维数. 

7. 证明，直和不满足消去律，也就是说，由等式 ㊉ W 2 , —般说来，不能得 
到爪= W 2 , 尽管等式有一相同的被加项. 

8. 查明下列商空间只 闳/1 是否是有限 维的： 

(1) 1是所有次数彡 n — 1的^多项式构成的子空间； 

(2) 1是所有可以被整除的关于 t 的多项式构成的子 空间； 

(3) L 是所有的关于 P 的多项式构成的子空间. 

9. 证明下面与格拉斯曼公式类似的等式 


codim(t/ + W) + codim(t/ PI W) = codim U + codim W 
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07与 W 是向量空间 F 的有限余维子空间， F 不一定是有限维的). 

10. 遵循§1的例8中的术语，我们挑选出显而易见的半幻矩阵 



问题在于：有怎样的维数 dimSMag n ( Q ) 和 dimMagJQ )? 显然， SMag 2 ( Q ) = ( E , D ) Q . 此 
时，3 =五+乃是唯一的(精确到魔幻矩阵有理因子).当 n =3 时，可指出一个略明显的魔幻矩阵 

/1 2 0 \ 

A = 012. 

、2 0 l / 

计算出 n =3 和 n =4 时上面提到的维数. 

11. 谇明直和分解式 

% 

♦ 

SMag n ( Q ) = Mag n ( Q ) © (0五 © QD . 

12. 设 Fi , …， Vit 是 n 维向量空间 F 的子空间.证明，如果 dim Vi +…+ dim > n(fc — 1), 

k 

那么，门由公式⑺导出的论断的直接推广 

Z=1 

§3 对偶空间 

1. 线性函数 域致上任意一个有限维的向量空间 V 都可以与另外一个和 F 有特 
殊对偶关系的向量空间相对应.为此目的，我们引进 

定义1 映射/ 有性质 


/(ax + /? y ) = a /( x ) + /?/( y ), Va , /? G 只 x , y G F , 

即称 / 为是 V 上的线性函数 (线性形式，线性型或线性 泛函； 后者多应用于无穷维空间 

理论). 

在 F 中选择任意一个基底 ( ei ，…， e n )， 把线性函数/作用到向量 x = A iei +… 
+ A n e n l 并记成 

f ( x ) = XiPi + …+ A n /? n ⑴ 

形式，其中爲= /( h ) 是纯量，只与基底的选择有关.反过来，可以直接看出，对于一 
个给定的基底(以，…， e n ) 而言，任意纯量 A e 及 i = 1，2,…， n ， 有而且只有一个线 
性函数符合要求. 

特别需要注意，与线性函数的定义等价的关系式 


/(x + y ) = /( x ) + /( y ), /( Ax ) = A /( x ) 




对偶空间 
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并没有涉及任何有关基底选择的事情.也就是说，线性函数的定义是不变的(与基底 
的选择无 关). 把线性函数值表达成(1)，我们应当知道一个规则，即在一个基底向另 
一个基底转换时，系数爲= /( W 如何变化.设 


(ei 


® n ) 




V 




(ei, 


e ^) 


e j 


+ Cl2j^2 + ••• + C^nj^n j 




1 , 2 , 


# # • 


n 


是由原来的基底 ( ei ，…， e n ) 向新基底 (<， …， ej 转换时的公式.现在如果 


Ai/?i + 


參# 參 


+ ^nPn 




/(V) 




KPl + 


+ d 


其中 A ! ，…， A n * Ai ， …，是向量 v e V 在基底 ( e x 
分别对应的坐标，那么，容易看出， 


， e n ) 和基底 


O 之下 




/ K ) 


+ (12 j ^2 + 


_ • # 


+ (^ nj ^ n ) 


a ijf( e i) + a 2 j/(e 2 ) + • • • + a nj /(e n ) 


( 2 ) 


+ d2j^2 + 


• 鲁# 


+ a n j (3 n . 


可见，在基底转换时，基底向量的系数和线性形式的系数按照相同的公式变化， 
也就是一致的，或者还可以说是同步的. 

2. 对偶空间与对偶基底 有了 F 上的线性函数 /， g 就可以研究用任意 a ，/? e 只构 
作出来的它们的线性组合 a / +办，令 


(af-hpg)(x) 


def 


a/(x) -hpg(x). 


可直接验证， a / +办也是个线性函数.从而，下面的定义有意义. 

定义2对于刚引入的加法和纯量乘运算，所有的线性函数作成一个对偶于(或 
共轭于) V 的向量空间 V * = 只). 


说明 在同时要处理向量空间 y 和 v * 的时候，称 v * 的元素为共 变向董 (或 余向 
，而称 F 的元素 为反变向置， 在我们将于第6章中加以关注的一般的张量理论中， 


余向量与(1， 0) 型张 



(1 阶的共变张置) 有关，而向量与(0, 1) 型张量 (1 阶反变张量)有 


关.换用新的术语 来说. 相应于基底 ( ei ， •••，〜）和基底 ( e !， …，4)，且 


n 


e 




W 

J 


1， 


• # 


n 


% 


纯量汍，…，/? n 上角带小撇与不带撇的组(它们之间用公式 (2) 联系起来)的对应称 


为（1，0)型张量.对于用相应的基底下的组 ( Ai ，… , A n ), ( A ；, 


，入；0决定(0, 1) 型张 


量，同样，可用§2的公式⑷表示出來前缀哄”和“反，，在数学中会经常遇到(最一般 
的理解是共变函子和反变函子)，它们的意义总是大致相同且在某种程度上用已研究 
过的最简单的例子来说明.通用的张量记将在晚些时候引入. 
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我们感到，在空间 F 的给定基底 ( ei ，…， e n ) 之下，在线性函数和 n 元纯量组之间 
有相互单值的对应^ ,/? n ). 我们可以把这个纯量组与坐标向量空间只”的 

向量等同起来，而且可以注意到，如果…，/? n ), 9 ^ (71，… ，7 n )， 那么 

/ + ^ ^ {Pi + 71，…，/? n + 7n) ， 入 / H (A/?i ，•- * , A/? n ). 

这样 一来， 伞是向量空间 V * 和只 n 之间的同构，特别地 ， dimF * = dim^ n = n. 

取爲 = 0,当 j / i 时 ; ft = 1，且设 • 

. e^e^-) = Sij, j = l ， ...n. 

我们就定义了线性函数 d e F * : 

e% ^ e j ) = 入 〆 (巧) = 乂也 = 

函数 e 1 ， …， e n 显然是线性无关的，因为它们在 f 中对应线性无关的行向量 (()，•••， 
V.. ,0). 

这就证明了 

定理 1设 F 是域只上的 n 维向量空间.那么，对偶空间 V * 同样也是 n 维的.如 
果 ㈣ ，…，…是乂的一个基底，而线性函数 e 1 ， … ， e n 使得 

. J M = j ， 

e ( ej ) = Sij = < 

那么 ，（ e 1 ,...， e n ) 就是 F * 的一个秦 底. ， > 

定义 3 按照定理 1 的叙述露出 “ F * 的基底 ( e 1 ， …，>)称为是相对于基 

底 (eu... , e n ) 的对 偶基底 (或相互的对偶基底). 

对偶于 F 的空间及对偶基底 ( e 1 ， •.. ， e n )，（ e l5 • • • ， e n ) 的称谓本身就在 F 和 V * 之 
间建立了“双边对称”的关系，它的性质将随着新的概念的引入而逐步显露出来.我 
们暂时约定，用记法 (/， x ) 代替/( X )，暗示这是一个纯量积 ， 但来自两个不同的空间， 
这本身就决定了一个对于每个变量来说都是线性的映射 F * x F — 只： 

(af + f3g, x) = a(/, x) + (3{g, x), (/, ax + /3y) = a(/, x) + /?(/, y) (3) 

具有这种性质的映射 V x W — 只通常称为是双线性的，同时称 V 和 W 之间是配对的. 
我们讨论过的和 F 之间的这种配对说成是规范的. 

利用对偶基并用它们把元素表示出来： 

x = aiei + a 2 e 2 H - h a n e n , f = Pie 1 + /? 2 ^ 2 H - h /3 n e n , 


容易算出值 


/ ㈤=(/ ， x) = aipi + a 2 /?2 + …+ Oi n /3 n . 


另一方面，可以计算出 xXf 于基底 h ，… ， e n ) 的坐标和余向量(线性函数)/对于基 
底 ( e 1 ， … ， e n ) 的坐标公式 


Oik 




(e fc ， x )， 


Pk 


(/ ， e fc ) 


⑷ 


事实上， 


( e fc ， x ) 


( e fc ，aiei + a2©2 + ••• + Oi n e 


n 


J 2 a i ( ek ^ i ) 


OLk ^ 


% 


(/ ， efc) 


^2fiie\e k 


^2Pi(e\e k ) 




A - 


% 


% 


例设 F 


Pn 




〈1，亡， 


籲## 


，俨 - ”是次数彡 n < 1的 n 维实多项式空间.映射/入： 






(p(X). 在每个点 A e R ， 多项式 




Wo + ^lt + 


參參參 


+ 仏一#- 1 都对应它在该点 


的值，八显然是线性的.变动 A ， 就可以得到对偶空间的基底，可以方便地引入 


函数/ : V 
数.因为 


股，/⑼ 


，⑻ (X) ， 其中# (/!：) 是多项式 p 的 A; 阶导数，而 /i，A 是固定 


/ ㈣ +州 




fi(aip + P^) {k) (X) 




/i(a#) ㈧ +/?#)(A)) 




⑼ +/?/ W 0. 


所以， / e y *. 特别地 j 线性函数 


e k : ip 



〆 )(()) 


k \ 


^Pki 


k 


0,1， 


拳 ♦泰 


，n 


构成 F * 的一个基底，它对偶于 M ， …，尸- 1 .而对偶于基底 l ， t - A ， 


♦ ♦拳 


，（亡—入) 


n— 


1 可选 


0 , 1 , 


• ,n 


1) 组成基底.这个关系让我们想起函数的泰 


择函数 p ^ ( X )/ k\(k = 0,1 ，…， n - 1) 组成基底.这个关系让我们想起函数的泰 
勒分解系数. 

3. 自反性 直接把定理1和§2的定理5联系到一起即导出结论：至少在 dimV < 00 
的情形有同构 V * 2 V . 同理，应有 V * 与 V **=( V *)* 之间的同构.按定义 V **是 V * 的 
对偶空间，也就是 V * 的线性函数空间.乍一看，似乎难以用合理的方式用原有空 
间 F 的术语解释 V **的元素. V **有与 F 的自然对应,如下所示 


定理 2存在自然同构 


V **，它由公式 


e(x) 


6 x ， ^ x (/) 




f ( x ). 


确定，其中 ， xe V , 


f e F *, e x g F **. 


证明可直接验证 e 的线性性.事实上,对所有的线性函数/ : F 


― > 


只,应有 


£ 


ax 


+办 (/) 


/(ax + /?y) 




a/(x)+/?/(y) 




oi € x ( f ) + P £ y ( f ) = ( ae x + (3 e y ){ f ) 


从而， ^ax+^y = + (3e yi 也就是 e(ax + /3y) = ae(x) + pe(y). 
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为了证明 di 个双射,在 F 和中选取对偶的基底 F = 〈 ei ，… ， e n 〉, = 

( e 1 , ••- , e n ), 丟 P 么 

(^) = el ( e j ) — ^ ij - 

借助定理 1 的证明，我们看到等式 F ** = ( e ei ^ e 2 ,*--^ e n ), 也就是说,（％.)是 P * 
的对偶于 ( A 的基底. e 的单性和满性是显然的，同构6是自然的由其定义即可 

得岀. 口 

定义4由 F 和 F ** 之间存在自然同构而显示出来的空间性质被称为自反性. 

自反性使得 F 和 F ** 完全平等.用定理2中的自然同构 WEF ** 和 F 等同起来，就可 
以把 F 看成是的线性函数空间，进而赋予联合公式 (3) 以新的 意义: x (/) = (/， x ) = 

/( x ). 特别地,对于的所有的基底都必有唯一确定的与之对偶的 F 的基底. 

4. 线性无关性的判别法利用对偶空间的概念可以方便简洁地表达岀空 
间 F 中向量无关性的各种判别方法. 

先有 

引理1如果 ah ... , a m * V 中的线性相关的向量，而八,… ，/ m * F 上的任意的 
线性函数，那么， 

det(/i(aj)) =0, 1 < ij < m 

G 是行指标, j 是列指标). 

证明由于叫，… ， a m 的线性相关性，其中必有一个，比如说是 a m; 必为其余向 
量的线性组合 (§2 之定理 1), 设 a m = aiai + *. •+ a m _ 1 a m _ 1 , 在行列式 detCMaJ ) 中，从 
最后一列减去第1列乘 叫， 第2列乘 a 2 ，…， 最后，用乘第 m — 1列，我们知道，经过 
这些变换行列式值不变,我们计算岀，最后一列的第汁位 it 就是/办爪)-叫以圯) -… 

_ ^ 7 n —\ fi {^ m — l ) ~ _ ^^1技1 — • . • _ “ m — l ^ m —1) 二 《 A (0) = 0, S = 1，2 • • • ，•所 

以，行列式等于零. □ 

引理2如果(八，... ，/ n ) 是向量空间 F 的对偶空间的一个基底，那么，向量, 
^ GF 线性无关当且仅当 

det(/ i (a J )) _ 0. 1 ^ ij ( n. 

证明由引理1, . . 知线性相关导致行列式的等式为零.现在设它们线性无 

关，即 V =〈 ai ， …, a n ). 用 ( ei ， …，©…代表^^的对偶于⑺，… ，/ n ) 的基底，而用 aij ， …， 

a nj 代表向量 a , •在这个基底之下的坐标.那么 

♦. 

I OL\i Q ：12 … OLin \ 

OL 21 OL 22 - - - OL 2 n 


\ ^nl &n2 • • • O^nn / 

就是由基底 ( ei ，… ， en) 到基底(叫，… ， a n ) 的转换 矩阵. 据 §2 之定理 4, 它是可逆的， 
从而 det ( o ^) _ 0. 但叫= /《( a )) (见⑷)，继而得 det (/《( aj )) = 0. □ 



§3 对偶空间 • 25 • 

定理 3设 (A ，…， / n ) 是对偶于 y 的空间的一个基底.那么，向量 组 &1 ，…， 

V 的秩等于所有形如 

det (/ i ( a J )), l<i = h ， … ( n.X j =奴，… ， j m ( k . (5) 

的非零行列式的最大阶数. 

证明用 r 代表向量组 ai ，… ， a fc 的秩•对任意爪> r ， a ,: ，…， a jm 必线性相关.据 
引理1，这意味着，阶数 m > r 的形如 (5) 的行列式必然等于零. 

剩下的是要证明，存在一个形如 (5) 的非零行列式，其秩为为此，用万， … •，:^代 
表线性函数 / i ， …， / n 在子空间厂= 〈 ai ， … ， afc 〉 上的限制.先证明 

(了 = ⑹ 


其中 [/* 是对偶于 [/ 的子空间. 


事实上，显然 〈 A ， ••- ,in) CC /*. 其次,设/是 C 7* 的任意一个向量， ( ei ，… ，〜) 是 C 7 
的一个基底, ,e r; e r+1 ，… ， e n ) 是它在 y 中的扩展 基底. 看线性函数/ e F *， 
使得 /(A) = /(e,), i = 1,…， r f(ei) = Od = r + 1，…， n (在基底向量处取任意值的 
线性函数/ G W 都存在，从而有的可取成现在这个 样). 因为=仏，…， / n 〉 ，故/ = 
fhfl +J ••+ /? n / n . 把这个等式中的所有函数都限制在 C / 上.显然，7 = /| c / = /.因 

为7和/在 ，间匕 的基底向量句，…，〜上都取相同的值,于是7=7=/?^+…+ PrJn , 

随之就有/ 6 ( H ), 也就是 c /* c (^,...,7：>, 从而证明了⑹. 

最后,在技!，…， a fc 中选择 r 个线性无关的向量(设为％，…， a 乂), 在 7 l5 • • • , 7 n 中 

选择 r 个线性无关的向量(设为&，… • ， AJ ， 它们分别组成子空间 C / 和 C /* 的基底，据 
引理2 


det (7i(aj)) _0, i = h ，..、 i r ' j = ju …， j r . 

余下的事情是只需注意八⑷)= □ 

我们又一次接触矩阵秩的概念(见 [BA I ]第2章§2)，.但再次停留在其性质上则没 
有意义. 

5. 齐次线性方程组解的几何解释 回想 一下， n 个未知量的齐次线性方程组相 
容时,把它的解可解释成基础域只上列(或行)空间把的向量(我们已经这样做了)，那 
么,在只”中由这个方程组的解生成一个子空间.采用更加抽象的观点，据 mxn 的齐次 
线性方程组的定义，可写成 


/ i ( x ) =0,— ，/ m ( x ) = 0, (7) 

' r 

其中 x 是 n 维空间 y 的向量,而八 ，…， / m e y *. 为了返回到通常的记法，只要在 y 中任 
意选取一个基底. 

定理 4 i ) 如果向量组炙 ，…， / m e 的秩为 r ， 那么，齐次线性方程组 (7) 的解的 

子空间 C / C F 的维数等于 n - r(n = dim ^ V ) . 
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ii ) 任意子空间 C / C y 必然是某个组 ( 6 ) 的解子空间. 

证明结论 i )， 在 [BA I ]第 2 章§3中已经证明过了，而现在的推断领会起来会更 
自然.去掉一般性的约束，假定 A ，…，办线性无关.那么，余下的力都是它们的线性组 
合，但方程组 (7) 实际上等价于 

/ i ( x ) =(),••• ,/ r ( x ) = 0. (7’） 

把 / i , …， / r 扩展成空间 V * 的基底(当 S r 时，^ =力价 1 ,…， e n ) •设⑷，…， e n ) 
是 f 的对偶于 ( e 1 ， …， o 的基底.那么,方程组 (r) 中,任意 x = x iei +. • 必然 

有 工1 =…=;= 0•从而，方程组 (7') 的解空间 C / 由形如 x = a ; r + ie r +i + . • . + 3 ^ 7 ^ 
向量组成，即 C / = 〈 e r + i , …， e n 〉. 注意, av + i ， …，在起无关的自由变兀的 作用. 
因为 e r + 1 ，… ， e n 是线性无关的，所以 ， dim [/ = n - r . 

ii ) 设 ( ei , • • • ，匕)是子空间 C / C F 的一个基底,也是整个空间 F 的一个基底 ( ei ，…, 
e n ) 的一部分.向量 x = xiei +…+ a ; n e n 属于 [/, 当且仅当， x s+ i = ••• = 〜=()•& 
取的一个与 ( e x ，…心辦偶的基底(八，…，/ n ). 那么，心= / z ( x ), 进而条件 x G 
C / 可写成 / s + i ( x ) =0, •• - ，/ n ( x ) =0. □ 


习 题 

1. 正如由定义就很容易算出来(见§1之习题 1) 一样，迹函数 tr : X 4 trX 在域只上所有 n 阶 
方阵的空间 M n (只)上是线性的，证明， F 上的每个线性函数/必形如/( X ) = trAX , 其中矩 
阵义= A / 是唯一确定的. 

2. 设 ci ( t ) 是中的一个固定的多项式， A 是所有 次数彡 n — 1的实的多项式子空间，在 Pn 上 
研究下列 函数： 

(1) f(u) = a(t)u(t)dt; u(t) e Pn ； 

(2) f(u) = /q 1 a(t)u(t 2 )dt; 

(3) f(u) = a(t)[u(t)] 2 dt; 


⑷ / ⑻ = 


d^_ 

dt 3 


a(t)u(t)\ t =^ 


3. 设 V 是向量空间，再设 /， p € V * 且 Ker /=Ker p . 证明，必有某个纯量 A 使得 p = 入/. 

4. 设 x 是向量空间 F 的一个非零向量.条件 /( x )= i 能将函数/ e V * 唯一决定吗？ 

♦ 

5. 证明，在域見 h 的 n 维空间7中，对任意非零的线性函数/都能找到空间 F 的一个基底 ( ei ，…， 


e n ) 使得 


/(^ l e l + • • • + Oi n G n ) = OLi ^ Vo ^ G 見 


§4 双线性型和二次型 

1. 多重线性映射 初次阅读可将本节省略.已经显露岀其功能的余向量 ( F 上的 
线性函数)概念还可以用到更一般情形. 

研究只上向量空间映射 


f :V 1 xV 2 x^^xV p -^U 
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称为是多重线性的(在已给定的情形， f 线性)，如果对任意指数 i = 1, … ，^及任意固 
定的 向量〜 GVj，l < p，j 映射 

fi : v^/(ai, ••- ， a i - 1 ;v,a i+1 ,...，％) 

都是线性型(线性函数)，即 

fi(ax H - (3 y ) = a /^ x ) + /3/ i ( y ), Vx,y G Vi , a ,/3 eM . (1) 

在第 2 章，我们会继续研究 (1) 型线性映射.现在仅仅得到一个评注.与线性函数 
一样，容易确信,两个 p ■线性映射的线性组合 a / +也是个线性映射.这个情况把 
所有 K x • • • x — C / 的 p ■线性映射的集合£(%,…， F p; C /) 作为只上的线性空间加以 
研究. 

取 V ! == … • = V P = U=R (1 维向量空间),我们就得到一个最简单的例子，令 

f(vi, … ,v P ) =vi--v P 

■ 

即可.更一般地,任意 K X … • X 到戾的多重线性映射都被称为\^ X ... X 上的多 

重线性型.如果说 A H r ( v ,), i = 1， … 4是％上的线性函数,那么，用关系式 

/(VI, …， V p ) = / 1 (vi)---i p (v p ), 

I 

定义的函数/就是 K X •. • X K 上的多重线性函数.称它为线性函数(型) Z 1 ， . • • ， P 的张 
量积且表成/ = Z 1 0 / 2 0 • • • 0 ^或简记为 Z 1 / 2 • • - / p (有 序). 

容易证明 ， K X … X K 上任意的一个多重线性型必为线性函数的张 量积. 但眼 
下我们不需要这个事实.在％ = ••• = % = F 时 , yp = y X • • • X F (集合 y 的 〆 h 元 
素的笛卡儿积)，此时，记 

= £(%••• ， F ; 用 

是很方便的. 

在 P x 上的多重线性型随后将被说成是 p + g 价的 ( p ， d 型张量.于是(0, 1) 型 

张量就可以看成是 F 中的向量,这是§3的第3目给出的自反性. 

P 上的多重线性型 /(( p ,0) 型张量) 称为对称的. 如果对任意 Vl ，…， v p e y 及任 
意置换 tt G 心,都有 

/ 卜兀⑴ ^ 霄⑺， ... ^^(p)) = /(vi,v 2 , ••- , Vp). 

如果 

f (Vtt(I), V7r(2)，• • • ，乂开⑻） = Stt f (Vi ， V 2 , • • • ， Vp), 

其中 〜是置 换的奇偶性，那么，称/为斜对称的(或交错的)线性型.在 dim 的情 
形，我们知道一个很好的例子，就是将矩阵的行列式看成列或行的函数.在这里给岀 
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一 般性定义的目的仅仅是把所有我们已经遇到过的和要进一步研究的局部性的概念 
放到一般性的框框里.一般情形的张量记号我们只在第6章里应用. 

2. 双线性型现在，限制在 K R 7的情形，而且说/是 F 上的双线性 
型 ( p = 2)( 而不是更准确地说 F 2 ), 与通常定义中的关系式相对应，域只上向量空间 F 上 
的双线性型/由下列性质来刻画，即 

/(au + /? v , w ) = a /( u , w ) + /?/( v , w ), ⑵ 

/( w , au + /3 v ) = a /( w , u ) H - /?/( w , v ). 

对所有 u ， v , w G V , o ：, /? G 只都 成立. 注意,一般说来， /( u ， v )#/( v , u ). 

在 F 中选择某个基底 ( ei ，… , e n ), 并通过其坐标， 


X = Xiei H- - h X n e n , y = yiei H- - h y n ^n, 

选岀向量 x，ye F . 我们利用定义的性质 (2)， 用 n 2 个纯量 /( ei , ej ) 去记线性型 

/( u , v ) •即 

f(x,y) = f[Yj Xie ， Yj 納 ) = 


« # • • 

i 3 ^ 3 

= x i yjf ( e i ， e j ) = fij x iVj ^ 

• • • i 

i 3 hJ 


(3) 


其中， /ij. = / ( e z? e j)• 

矩阵 F = (心)称为 y 上双线性型 / 在基底 ( ei ，…， e n ) 之下的矩阵.引入对于 n x 1 

阶坐标矩阵(列)1=[工1,工2,…，工 n ] 和它的转置1 X n 阶矩阵1 =(工1,工2,…，怎 n ) (行)， 

我们就可以把表达式 (3) 写成 

/(x,y) ⑷ 

的形式.为此只需利用 1 x n，n x n，n x 1 阶矩阵的已知的乘法规则. 

反之，如果有方阵 i 71 = (/ zj ), 借助关系式⑷（或者 ⑶)，令= fij ， 即可 
定义 F 上一个双线性型 /. 因此，在给定的足 Jh 向量空间的基底 ( ei ，…， e n ) 之下，有 
一 个只上 n x n 矩阵和 F ( dim # = n ) 上双线性型之间的相互单值的对应.事实上，这 
个对应是所有 f x y — 只双线性型的向量空间/ : 2 ( y ， 只）（如果/，0 G £ 2 ( V ^)， 那 
么 af + (3 g e C 2 ( V ^), 这是显而易见的)到只上所有 n 阶矩阵的向量空间^(用的同 
构.实际上，如果 

/(x,y) = f XFY, g(^y) = f XGY, 

那么， 

a/(x, y) H- (3g(yi, y) = f X - (aF H- (3G) - Y. 

3. 双线性型的矩阵的转换规则 双线性型/的公理性定义与 F 中怎样选择基底 
没有关系.为了使/的矩阵记法有真实价值，需要补充对应/ H P 在向新的基底转换 
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时矩阵尸的转换规则.设与 y 的给定的基底 ( ei ，... , e n ) 并列的还有一个基底 
<)，并有转换矩阵4 = ( aij ): 



如果+…+ Xn e n = x = +…+ «，那么，坐标列 X 和 X ’可用关系 

式义=联系 起来. 现在，设尸=(心)是双线性型/在基底 ㈤ 之下的矩阵,而泸= 
(/%•)是同一线性型在基底(以之下的矩阵，也就是说 ，心 = f ( ei , ej ) 和/%• = f ( e ^ e ^). 
因为, \ AX f ) ^ X f • 又因为值 /( x ， y ) —般地与基底的选择没有关系，所以， 


1，^ Y 1 = /( x , y ) = f X F F 

= (AY f ) =1 ， 

比较这个等式的左右两端,我们即得到结论，有 

定理1 F 上双线性型/在基底(仏)和«)之下的矩阵 F 和沪可由关系式 


F f = l A F^ A ( 5 ) 

联系起来,其中 A 是从 (^) 到的) 的转换矩阵. 

定义 1 矩阵^和泸 = f AFA, 而 det 乂 _ 0 即说成是合 同的， 双线性型/在任意一 
个基底 ( ej 之下对应的矩阵 F 的秩即称为/的秩. 

推论 双线性型/的秩 rank / 是它的一个不变量，与基底的选择无关. 

证明 把 [BA I ]第2章§3之定理5的推论1用到合同矩阵 (5) 上. □ 

关于双线性型的秩的论断还有一个.用 L /代 表所有那样的 xe F 的集合，它对所 
有 ye F 都有 /( x ， y ) = 0,即 /( x , F ) = 0. 简易的检验表明， L / 是 y 的子空间.称它 
是/的左 根或者 /的左 核. 显然 ， dim ~是个只依赖于/的量.设 ( ei ，…， e n ) 是 y 的一 
个基底.条件 x € 等价于 


/(x^) =(),•.• ,/(x,e n ) =0. 

这是一个由线性函数 x h /j(x) = /(x, ej ) = Q,j = 1, …， n . 决定的一个方程组. 

函数/,•的坐标是纯量/,‘ ㈤ ，即系数/ ㈣ ,％) = /^也就是 P 的第 j 行. 因为线性 

函数组凡 .• •，/ n G W 的秩与矩阵 P =(心)的秩一样，所以，据 [BA I ]第2章§3的定 
理7,有等式 dim Lf = n - r . 换言之， 


T = dim V — dim Lf 

是个不依赖于任何基底的量. 

4. 对称型与斜对称型 与第1目相对应地,双线性型/ : F x F — 只称为对称的， 
如果对所有 x，ye F 都有 /( x , y ) = /( y , x ); 称 为斜对称的， 如果 /( x , y ) = -/( y , x ). 这 
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些术语与对称多项式和斜对称多项式的概念很是一致(见 [BA I ]), 也同样与 对称矩 

阵 A = ( a ^), l A — 斜对称矩阵 的概念 一 致.因为 /( y , x ) = */( y ， x)(l x 1阶 
转置，纯量)，故由 /( x ， y ) = e /( y , x),e = 士1,与关系⑷对应，有 

= /(x,y) =e/(y ， x) = e.tf(y ， x) 

=e - t (^ • F • X ) 

=£• f x - 屮 y ; 

从而 w = #• 反之，如果 9 = #〆 = 士1，那么，矩阵 p 对应的双线性犁 / 必然满足 

关系式 /( x , y ) = e /( y , x ). 

剩下来要补充的是,按照 (5) 

F f = = ^-^^ = 6 ^ AFA = eF \ 

所以，对于/的矩阵 P 的对称性和斜对称性与基底选择无关.因此,双线性型/是对称 
的或者是斜对称的，只要它在 F 的任意一个基底之下是对称的或者是斜对称的 • 

定理 2 如果 char 2,那么，所有双线性型构成的空间/ ： 2 ( F ， 用是对称型子空 
间£ 2 + ( F , 用和斜对称型空间只)的直和. 

A (%只)=硭 ( V 肩 ㊉ G (%只） 

证明 如果/ e Ct { V ^) r \ C ^{ v ^), 那么 

/( x , y ) = /( y , x ) = — /( x ， y ) 今 2/( x , y ) = 0 /( x , y ) = 0 

(因为有条件 char 只 _ 2 )，从而 / = 0. 所以，和£ 2 + +£工是直和. 

另一方面,关系式 

/(X ， y) = ^ {/(x,y) + /(y,x)} + i {/(x,y) -/(y,x)} 

或者相应的矩阵关系式 


都表明所有的双线性型/都可以表示成一个对称型和一个斜对称型之和的 形式.口 

在域只= 么上， 每个斜对称矩阵同时也是对称的，从而定理的论断不再真确. 

因为，举个例子来说吧，矩阵 ( ° 1 ) 就不是对称的.但仍有交错双线性型/的概念， 

V 0 V 

/( u , u ) = 0 ,Vu G y. 但，它在 char 只# 2 的情形与斜对称型的概念一致(验证它).今 
后，我们总假定 char 只 _ 2. 

5. 二次型 考察对称的双线性型引岀的下列重要概念,它是在很多数学分支中 
以极自然的方式产生的. 


双线性型和二次型 
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定义 2 域只上有限维空间 F 上的函数 




只，它如果具有如下两个性质 


i ) q (- v ) = 

ii ) 由公式 


咖), 


VvGF 


/(x, y) = 2 切 ( x + y ) — W x ) - Wy )} ， 


⑹ 


决定的映射 /:y x y 




只是 F 上的双线性型(显然是对称的)，则称 g 是 y 上的二 次型， 


同样地，称/的秩为 g 的秩： rank\=rank /• 

还要说明，利用公式 (6), 由禪 到的对称的双线性型/是极 化的; 
次型 g 配极的双线性型. 

现在设/是 F 上任意一个对称的双线性型，令 



町 ㈤ 




/(x,x), 


⑺ 


就得到了一个满足二次型定义中条件 i ), ii ) 的函数％ : y 

/( X ， X )而且 


1 1 > 


只，因为 /(— X ，— X ) 




/(x,y) = - {/(x + y, X + y) - /(x, x) - /(y, y)}. 


⑻ 


可能会想到，町是个如此特别的二次型.实际上并非如此，因为下面的定理成 
立(可以省略它的并不复杂的证明而不影响此后的理解). 

定理 3 每个二次型 g 都可以按着自己的配极双线性型/唯一地恢复原型；换言 

之， 


证明 在⑹中令 y 


X 


/( x ， x ) = 3 { g (0) - q ( x ) - - x )} ， 


从而 


㈣ 


/(x ， x) + 7^(0). 



因为/是个双线性型,所以，/(0,0) 


0,这就是说， g ( x ) 




/(x,x). 


0•因为，当 x = 0时有 g (0) = - g (0), 也就是 g (0) 




□ 


定义 3 称与一己极的双线性型/在空间 y 的基底 ( ei ，… ， e n ) 之下的矩阵 P 是二次 


型的矩阵. 

可见 ， P = 


(/ o )， 其中 


fij = 2 切 (A + e J) — q( e i) - Q( e j)} hj 

任意一个对称矩阵自己也适应由关系式 


1 , 2 , 


_ • 


• ,n 


㈣ 




hx 


fij x i x j 


⑼ 


w W 

%3 


给定的二次型 I 
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这样一来,与二次型名称相适应的是向量义 = xiei +…+ x n e n 坐标的齐次二次 
函数.要突出关注对角矩阵. 

定义4称二次型 g 在 F 的基底 ( ei ，…， e n ) 之下具有规范型或对角型，如果对任 

意向量 X = ^2 x i e i ^ ^5 ^( X ) 的值可用公式 

^( X ) = Y1 ^ iiX i 

♦ 

I 

计算. 此时，基底 ( q ) 称为对 g 而言的规范基底. 

这个术语也和对应的与之配极的双线性型/有关系 

/(x,y) = Yl^ iiXiVi ' 

♦ 

% 

并不要求二次型的规范型或者它的规范基底唯一确定.比方说,对任意规范基底中 

的向量施以任意的置换仍然得规范基底. 

注意，在规范型中 ， rank 〗/=rank /简单地就是非零的系数的 个数. 同时，对照 
第3目结尾处的说明 ， rank q = dim V — dim L g , 其中 = L / 是型 / 的核(或根 )( 由 
于/是对称的，左右根无区别).子空间 C F 同样地被称为是二次型 g 的迷向(或 
零)子 空间，用 g 的术语，如下方式定义 

L q = {ue V \ q(u + v ) =咖）+ g ( v ), Vv G F }. 

二次型 g 的秩是个不变量. 

6. 二次型的规范型 关于选取基底使得给定‘的一个二次型在此基之下有形式 
比较简单，所谓规范形式的问题在理论上和应用中都有重要价值. 

定理4对 F 上每个对称的双线性型/都有规范基底. 

证明 当 n = l 时,命题是显然的，所以，可以对 n 用数学归纳法.如果 /( x ， y )=0, 
对所有的 x，ye y 都成立(即/=0),那么，定理 显然： 任意一个基底都 适用. 如果/#0, 
那么， Xe 应的 二 次型也不为零(等式⑹，⑻或定理 3 ).设以是这样一个向量, /( ei , ei ) = 
, ^( ei ) i =- 0. 于是,线性函数 /i : x h /( x , ei )4^(/ i ( ei ) i =- 0), 据§ 3 定理 4 ,线性子空间 

L = Ker/i = {x G V \ fi ( x ) = 0} 

的维数是 n - 1，它是个超平面,据归纳法假设对 L 必有基底 ( e 2 , … , e n ), 在此基之下, 
/限制在 L 上的矩阵是对角的，即 


f {^i ， Gj) = 0, , Tl, i 7^ j . 

按构作方式， /( e ^, ei ) = 0, z = 2,3, • • • , n . 所以得到性质 /( e “ ej ) = 0, i _ j . 所以只 
要向量组〜幻，… ， e n 线性无关,（私)就具有规范基底的特征了•设,情形相反，那么, 
在任意非平凡关系式 


OiiGi + 0 ： 2©2 + 




+ Ckn^rt = 0 
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中，只能有 o：i _ 0，因为 ( e2 , … ， e n ) 是 L 的基底,但这种情况 e ! 


/?办且 


i>i 


0 # / i ( ei ) 




h I ^2 ^ iei ) = ^20ih( e i) 




0, 


i>l 


i>l 


这是一个矛盾,定理得证. 


□ 


推论1在域只上的71维向量空间 F 上给定一个秩为” < 71的二次型}那么，在 F 中 


存在一个基底 ( e ;), 在它之下 g 取规范形式: 


Qip ^) = + A2X2 



_ • 


+ \ r x ^.. 


( 10 ) 


推论 2 对每个对称矩阵 F 都有非退化矩阵4使得是和 P 秩相同的对角矩 
阵，换言之，每个对称矩阵都合同于某个对角矩阵. 

前面见到过的把双线性型(因而二次型)化成规范型的归纳方法是拉格朗 
曰(17 36 — 1 S 1 3 ) 提出 来的. 自然地，在实际应用中，采取按某个顺序作用的坐标 


记法. 由可解释成 n 个无关变量的齐次二次多项式的 


次型 g ( x ) 的表达式⑼ 


n 


Q ( xi , 


， $ n ) : 




㈣ 




fij x i x j ， 


怎， J = 


岀发，用古巴比伦补充方法，摆脱混合项 j 而转化成完全二次项，提岀所有 
含 3：1 的项： 


q ( xi , 


5 ^ n ) 




f 11*^1 2^13X1X3 + • • • + 〉: 




(易见,有形如 A 十/⑽ ㊇ 的和 ， Wn = J \ j , 所以岀现 2 倍积).开始时,设 / n _ 0, 
且依靠不含町的项的系数提岀来完全项 


咖1 


X 


n 


fll 


(fllXl H- fi 2 X 2 + • • • + flnXn) 2 H- [ fijXiXj 




现在，设 


X 


fll^i + /l2^2 + • • • + fln$n. 


x i 


Xi 


i > 1 5 


我们就把二次型 g 化成了 


q ( xi , 


， x n ) 




fn 


，工 n ) 


的 形式. 其中 〆 ( X 2 


n 


, x n ) 


I ] 是变量数目更少的一个二次型.设 


月 2 _ 0,把它写成 

g ’04，.. 


i ， j=2 


乂) 


f22 x 2 + f23 x 2 x 3 + …+ f2n x 2 x 


n 





XiXj 


i ， j>2 



~(f22 x 2 + f23 x 3 + 


參## 


+ f2n x n) 


2 



22 




i ， j〉2 


t 
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的形式(以提出新的完全项为前提， 把巧 转变成馬)，依次替换变量 • 


— ^15 x 2 = /22$2 + /23T3 + 


+ /2 


n $ n ， 


X 


// 

« 

% 


X 


2, 


i > 2, 


就提供给我们一个表达式 

4 

^(x) = + jr( x 2) 2 + ... ， 0 ， 

/II J22 

n 

其中，，(喊，… ，4) = E 说 «是一个变量数目更加少些的二 次型. 

i ， J=3 

这个过程显然可以一直继续到把 g ( x ) 写成 r=rank g 个二次项的线性组合.按事 
情进展产生的变量替换是非退化的并且适应向新的基底的 转换. 再做一点注释，首 
先看，限制性假设 /n # 0,月 2 # 0,…不成立的 情形. 若 /n = 0而对某个 A : 有/伙# 0, 
那么可变动办的指标(或者变动基底向量的顺序).但,如果 g ( x ) # 0,但不含任何 
二次项，即对所有的 A : 都有/伙= 0,那么，不失一般性，设 2 / ⑽ # 0,此时可用替换 


xi = x[ + X 2 = x[ — Xk = x f k ^ k> 2. 

就 有不可能被约掉的项 2/ 12 (V 2 出现了，它提供启动我们的过程的可能性. 

7. 实二次型 在任意域只（限制 char 只# 2) 上操作，一般说来，我们不可能 

把对角的二次型归结成更简单的形式.但,如果只 = R ，就可以让 (10) 中的所有系 
数均为 ±1. 实际上，适当地置换基底的向量，我们有权认为公式 (10) 的前 s 个系 
数&，…，是正的，而其余的系数是负的.在坐标替换 ‘ 

x \ = y/\i - Xi ^ 1 ^ i ^ 5 ; x \ = y/—Xi - Xi ^ s + 1 彡 i 彡 r ; 

x \ = Xi r + 1 彡 i 彡 n , 


之下即得到 


S 


r 


咖) 



X 


/2 

« 

% 



X 


/2 

« 

% 


% — 


i = s+l 


定义 5 称可以按公式 

g(x) = 4 + … + g _ x 2 s+1 - x 2 r (11) 

计算值的二次型有标准型. 

得到的论断表明，当只 = R 时,定理 4 的推论 1 中的更强的一个不变性 成立. 

推论 1' 实向量空间 F 上的所有二次型 g 均可以归结为标 准型. 

R 上的向量空间 F 上的二次型 g 除了秩 r 之外还有一个数字特性——它的标准型 
中系数1的个数&可以证明，数 s 同样不依赖于将 g 化成标准型的具体的转化 方法. 

定理 5( 惯性定律） 设 g 是 R 上 n 维向量空间 y 上的一个二 次型. 那么，在标准型 (11) 
中的整数 r 和< r < n , 都只仅仅依赖于 



_§4 双线性型和二次型 _^ 

证明 r 的不变性是已知的，所以只需证实数 5 的不变性(与规范基的选择无关). 
设另有一个基底， K , …， <), 在其上 g 具有标准型 

g ( x ) = ( x [) 2 + • • • + «) 2 — « +1 ) 2 -— «) 2 ， （ 11 ’) 


n n 

它有 ( 个正数 (x = ^2 = 5>m), 当纟^时,不失一般性,我们可以认为纟< & 

研究 f 的子空 ft 1 2 一 1 


L = ( ei , …， e s 〉 R ， L f = 〈 e ; +1 ， …， e ^ R . 

因为 dim (L + I /) ^dim V ^ n , 那么， 据 §2 定理 6, 有 

dim(L fl V ) = dimL + dim V — dim(L + V ) 

> S + (71 — t) _ Tl = S — t 〉 0. 

可见,存在一个非零向量 a G ( LnL f ): 

0 _ a = cli^i + • • • + cl s g s = c^+iej+i + • • • + a! n o! n . 

对照 ( li ) 

g ( a ) = + ... + a , 〉 0. 

而同时对照 ( If ) 

g ( a ) = - « +1 )2- ( a ;) 2 彡 0 

(有可能, r * < n , a^+i = ••• = < = 0). 由得到的这个矛盾可推知只能3 =〖. □ 

鉴于定理5,对数字不变性可使用专门的术语. 

定义 6称实二次型的秩是它 的惯性指数， 数 s 为正惯性指数， r - s 是负 惯性指 

数. 而符 号差一 词既可以理解为数对 ( s , r - s ), 也可以理解为正数个数与负数个数之 
差 2 s — r . 

二次型的惯性定律归功于西尔维斯特 ( Sylvester , 1814— 1897), 起源于力学.显然, 
对于复的二次型 g : V — C , 正负惯性指数失去任何意义，因为在它的对角形式 (10) 中 
做成的所有的\都等于1或者可都等于 -1. 

8. 正定型与正定 矩阵. 仍然设 F 是个实的向量空间. F 上二次型 g 称为 非退化 
的,如果 rank g = diiriR V , 换言之,它的惯性指数和它的秩一致. 

定义7 非退化的二次型 g : 称为是 正定的(负定的)， 如果 g ( x ) > 0 ( q ( x ) 

<0)对任意向量1#0都成立.二次型 g 称为是半 正定的 (或 非负定的)， 如果 g ( x )>0 对 
所有 xe F 都成立.最后，二次型 g 称为是不 定的， 如果它有时取正值有时取负值. 

特别要注意，这些概念都与基底的选择没有关系，相对应的 /1 = dim R VU 
准型是： 
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正定情形, 4+巧 + ••• + <; 

负定情形 ，㈣ - x 2 n \ 

半正定情形，4 ㈣ +…+ r ^ n ; 

不定情形 , r > 5 > 0,见 (11). 

在规范基底 ( q ) 之下记实的二次型,显然, g ( x ) = \ x x\ +…+ A n g 是正定的，当 
且仅当,所有系数\都大于零.要充分注意,\ = qiei ). 

与正定的二次型相配极的双线性型也同样称为是正 定的. 类似的术语可以照搬 
到矩阵上.例如,实对称矩阵 F 称为是正定的，如果 F 对应正定的二次型.但正定矩阵 
在规范基底之下对应单位矩阵.对照定理4的推论2,就有 

定理6 任意正定的矩阵 F 必然形如 

F = f A - A , (12) 

其中 ， 4是实的非退化矩阵.反过来 也对： 任意一个形如 (12) 的实矩阵都是正定的. 

常常有必要直接利用二次型的矩阵去判断它是不是正定的. 

例 设 2/) 是两个实变量的可微函数,允许在坐标原点的邻域有收敛的 
泰勒级数分解. 分别表示它对 z 和2/的偏导数.设点 (0, 0) 是 临界的 (或者也 

说 是平稳的)， 即<(0, 0) = 0 = 4(0,0), 因此，在泰勒级数分解中，从零次项和二 
次项开始，即 

( p 、 x ， y ) = #(0, 0) + ^ { ax 2 + 2 bxy + q / 2 } + ••- 

这里 ， a = ^(0,0), 6 = ^(0, 0 ),c = <“0, 0), 而省略的地方代表更高次的项, 
在0的足够小的邻域上,这些项都可以忽略不计.因此，函数^的值近似等于 ^(0, 0) 加 
上 f ( v ), v = xei + ye 2 , 其中 


q ( v ) = ax 2 + 2 bxy + cy 2 、 

%〆 

这是一个 F = ⑷而〉上的二 次型. 在一般 rank g =2 的情形，就称临界点 (0, 0) 是非退 
化的. 如果 g 是正定的，那么，显然， p 在 (0, 0) 有 相对极小值.极大值 则对应负定型 
如果二次型 g 的符号差是(1， 1), 那么，在 (0, 0) 既不是极大也不是极小,此时临界点 (0, 
0) 被称为 鞍点. 


把 g ( v ) 写成 


的形式,或者，当 a = 



0, c 〆 0时,用类似的表达,我们可以看出 


a 0 

a > 0 ， > 0 
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是二次型 g 正定的一个十分简洁的充要 条件. 从而也是函数^在坐标原点邻域极小值 
存在的充要条件. 

在 n 维情形,类似于研究上面那些不等式引出来的行列式被称为是矩阵厂(心)的 

主子式 






/ ll 5 ^2 




/ll fl 2 
/21 /22 


， Afc 


/ll 

fl2 

… flk 

/21 

4 ■蠢巍 

,22 

… f2k 

{ 

fkl 

fk2 

• • • fkk 


(13) 


这样一来，= detF . 为了方便,设4 = 1. 主子式的作用可以用一种特殊的把二 
次型化成规范型的方法加以刻画. ' 

定理 7 (雅可比方法）设 g 是 F 上以 F 为矩阵的二次型， F 的所有主子式 (13) 都不 
等 于零. 那么，必有空间 F 的基底 ( ei , … O , 在此基之下 g ( x ) 具有规范形式 

啦)=尝⑹ 2 +尝的) 2 +…+ ^«) 2 . (14) 

证明设 ( ei ，… ， e „) 是 F 的一个初始的基底，看 n - 1维子空 间1 = 〈 ei ，…， 

e n - i 〉 •设③是9在 I /上的 限制. 型6的矩阵 P 是由 F 去掉最后一行与最后一列得到 

的,故它的主子式是& = A l5 ..- A n _ i . 据条件,它们都不为零.对 n 用归纳 

法，可以断言,在 L 中可选取基底,在此基之下. g ( x ), x e L 具有形式 


游) 








知 ) 2 + …令 


(4 - 


2 


n—1 


把这个事实换成与之配极的双线性型/的 术语: 




△i- 1 

" aT 5 




l 


1. 


n 个未知量 xi , • • • , - 1 个齐次线性方程组 


/( x ， e ’ i ) = 0, …. ，/( x，eU = 0 ， x e V , 

显然在 F 中必有非零解 ;x = <是这个对应解.容易看出来，向量组 ( ei ，<) 构 

成 F 的一个 基底. 因为确定向量<可以精确到纯量因子，我们用条件规范它，可以使 
得由基底 ( q ) 向基底(以 j ) 的转换矩阵4有行列式 


det A 




(A 


n 


(det F ) 


设泸是线性型 / 在基底⑹之下的 矩阵. 那么，当 i y 时, /( e ^ e ；.) = 0, 而且 


△ n — 1 


△0 Aj 
△1 ^2 




n 


n—2 


△ n —1 




n 脱 e ;) 


i = 


det F 


det^A • F • A ) 




(det A ) 2 detF 


1 


A 


5 


n 
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从而 


/(e’ n ,e’J 


△n_ 

~a" 


二次型 g 在基底 ( e ;) 之下表达出来,就变成了所要求的( I 4 )的形式了 

容易相信,矩阵4是三角形的： 


e f 2 = ^12^1 + a22^2, 




e f n = a n iei + a n 2G2 + • • • + ci nn e n ， 

但这个事实对我们不是必需的. 

推论 矩阵 F 的所有主子式 仏，1 彡 i 彡 n 均不为零，与厂对应的二次型 g ( x ) = 
/( x , x ) 的负惯性指数必与下列的 


1 = A 。， Ai, • •. , A n , 


变号的个数相同.如果，特别地, 


△1 > 0, ••- , A n > 0, 


那么，二次型 g 就是正定的. 

现在,我们看这个推论的反命题. 

定理 8( 西尔维斯特准则） 实的 n 维向量空间 F 上的二次型 g 是正定的，当且仅当, 
它的矩阵 F =(/ y ) 的所有主子式~，…， An 是正的. 

证明 对照定理7的推论，不等式仏 > 0 ,i = 1,2,… ， n 保障了二次型 g 的正定 

性.为了证明反过来的论断,可像定理7—样对 n 用归 纳法. 看二次型 g 在 n - 1维子空 
间= 〈 ei ，… , e n _ i ) C ( e l5 •• - , e n ) = V (( q ) 是 y 的基底，此基之下 g 的矩阵为 F ) 上 

的限制3 

显然,二次型^的矩阵 P 的主子式是 i = A l5 -.- , A n _i = A n _ i . 因为已假定 g 是 
正定的，所以二次型0也是正定的，据归纳法假设 , Ai > 0,-.. , A n _! > 0. 剩下的是 
只要证明 An > 0.但，由定理6,我们知道卩= f AA , 其中4是一个非退化 矩阵. 所以， 

A n = det F = det l A - det A = (det A ) 2 >0. 口 

9. 斜对称二次型的规范型 集中主要精力研究了二次型(同时也就研究了双线 
性型)之后，现在遵循定理2,我们转向空间用，也就是斜对称的双线 性型. 换 

言之，设 


/( x , y ) = —/( y , x ), Vx,y e V . 

匕 ♦ 

i 

和对称的双线性型的情形一样,子空间 


y 0 = Ker / = {ve F |/( v , x ) = 0, Vx e F } • 
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称为双线性型/的根(或核).如果^是仏在 [ 中的任意一个补空间,那么 


F = y 0 © K , 

并且限制 /k 必为非退化的斜对 称型. 事实上,如果 a G Fi , a ^ 0且 /( a , Xl ) = 0对所 
有的 Xi e Fi 都成立,那么，对任意向量 x = x 0 + Xl e y ( x 0 G ⑹，有 

/( a , x ) = /( a , x 0 + xi ) = /( a , x 0 ) + /( a , xi ) = -/( x 0 , a ) = 0 

(这里,我们利用了型 / 的斜对称性)，这与 R 的定义矛盾. 

从而可将对/的研究归结为非退化情形.一开始就可以认为/ : F x F — 只是个 
非退化的双线性型.设 


V 


ei, e2, …， e n ), 


X 




y 


y^yj e j^ 


l 


那么 


n 


/(x,y) 




^ FY , 


fij 




i,3=l 


其中 F 


(/ y ) 是斜对称 矩阵 ： f F + F 


0, 也就是 


/( x , y) = fiA x iyj - x jVi)' ( 15 ) 

由 [BA I ]第3章 § 2 可知,对于 n 阶斜对称矩阵的行列式,关系式 {1 + (-lr- 1 }* 
det F = 0成立.所以，要不等式 det F^O (二次型/非退化的条件)成立只有 n 为偶数 
时才有可能.我们可以用另外的方法得到这个结论,顺便把/化成规范型. 

为了这个目的，引进 F 中双 曲面 (或辛 平面) W 的概念,把 W 理解为有条件 /|w # 
0的任意的二维子空间.这种子空间可以这样 描述： 对任意向量 e'i # 0,必存在一向 
量 e 纟使得/(<,以 2 ) # 0. 用所得到的纯量去除％,我们就可以认为 /( ei , e ' 2 ) = 1，当然 
还有 /( ei ^) = 0 = /( e ’ 2 ,0. 

定理9 设 F 是个实空间，其上有一个非退化的斜对称的双线性型 /. 那么, 
dimV = 2 m 且仏是7?1个对于/而言两两相互斜正交的双曲面的直和. 

证明 对 n=dim y 用归纳法.由上面所做的说明，可得到一个双曲面 W =〈<, %〉 
CF . 如果 n > 2,看斜正交的补 


1^ 丄 = 〈x e F|/(e;, x) = 0, i = 1,2〉 • 

把%扩充成空间 y 的(打上一撇的)基底•设 


y = 〈 ei,e ’ 2 , … H 


X = x[ e[ + …+ x f n e f n . 



那么, 
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/( e l5 X ) — fl2 X 2 + f(3 X 3 + • • • + fln X n — 

/( e 25 x ) — f21 X l + K +'*•*+ fin X ’n = Q 

是秩为2的线性方程组，因为矩阵 F 的行是线性无关的.可以知道,这个线性方程组的 
解空间 〈 ei , %〉丄的维数是 n -2. 因为 

〈 e i, e 9 n 〈 ei,^〉" 1 £ Kerf = 0, 

所以可得到分解 

V = 〈 ei , e ;〉©〈 ei , e ’ 2 〉 丄， 

而且 / 在上的限制是个非退化的斜对 称型. 按归纳法假设，〈<,%〉1是个偶 
数 维空间而且是两两相互斜正交的双曲面的直和.可知,有某个整数 m 使 n = dim y = 
2 m 而且 y 有一个基底 ( ef ) 且< = e [, e ^ = e ^ 使得 


V 


〈 e» 〈 e» 


參參參 


f( ae 2i-i + " e ’2’i, 7^-1 + 

/( e 2i-l? e 2i) = 


㊉ ( e 2m-l5 e 2m) ^ 
2j) ~ 


□ 


推论任意非退化的斜对称的 2 m x 2 m 阶的矩阵必然合同于 



也就是，可以找到非退化的矩阵乂使 

如果利用双线性型的矩阵在向新的基底转换中的变化定律，证明可以从定理9直 
接推出来. 

说明 定理及其推论在任意特征# 2的域上都成立.常常选择 



作为标准的斜对称的矩阵.只要对换基底中向量的顺序就可以把 J 化成 J 0 . 

如果要讨论具体地将斜对称型 (15) 化成规范型的问题,还要再用拉格朗日方法. 
先设/ # 0( 相反情形,就没有什么可做了),并且必要时交换基底中向量顺序,从而转 
向 / i 2 #0的情形 • 在(叫中提出所有带有变量 町或者 奶的被加项： 


121/2 + • • • + flnVn) — (/l2^2 + • • • + fln$n)yi. 
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从新的变量 

X， 2 = fl2X 2 + • • • + flnXn, V2 = fl2V2 + • • • + flnVn 

{ x 1 , y 1 , x 3 , 2/3, …，： r n , 仍然不变)开始计算含有 4, %的被加项的过程 

/( x , y ) 

= (^1 + H 2 X 3 + • . • + fn2Xn)y2 - 4 ( 2/1 + fkV3 + • • • + fn2Vn) + … 

=^1 y f 2 - x 2 Vi + …， 

其中 

X 1 — ^1 + f 32 x S + • • • + / n 2^ n , Vl = Vl + f 32 V 3 + • • • + / n 2 l / n , 

上面省略的被加项只包含 m / 3 , …， 〜, y n . 如果它们不等于零,那么就用同样的方 
法处置它们.最后，型/的项被化成了规范型 


/( x ,y) 




( x iy ’2 


^ Wi ) + 


# # • 


+ ( x 2 


m— 


lV 2 


/ 


^ 2 raV 2 m —\ 


(16) 


10 . 

阵 a 使之 


普法夫型据定理9的推论，对每个非退化的斜对称矩阵 F 都必有矩 


l AFA 


0 


Em 


E m 0 


Jo 


从而 (det A ) 2 det F 


1，即 det F 是基础域只上的一个平方数.这个情况引出一个想 


法要 研究： 以斜对称矩阵 r 
多项式环 


(^ij ) 5 


Uj = t jU i < j 的 n(n - 1) / 2 个无关变量构成的 


Z [ t ] 

I • 




邓12,亡13,…， tn - 1 , 


n 


的商域 






Q ( t ) 


Q (亡12,亡13, 


♦ 争# 


, tn — l , n ) 


我们知道, det r 是域 Q ⑷上的一个二次型.而另一方面, det : T 也是 Z ⑷中的一个多项 
式.要明白(这里我们模模糊糊地应用 Z [〖] 中乘积分解的唯 一性; 见 [BA I ] fn [ BAl ]), 
det r 是中某个多项式的 平方： 


det T = P n ( t ) 2 . 

MPn { t ) = A (纟 12, 纟 13, …)规范化,使其对某个控制值％ = 0, 士 1有 P n (0 2 ，也, … ） = 

1,而％ = ( 心) = J Q . 在这种规范之下,得到唯一确定的多项式 Pf n ⑴， 一 般地，称它 
为 n 维的普法夫.例如， 


Pf2(t) = t, Pf 4 (t) = ^12^34 — ^13^24 + 亡 14 亡 23, 
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它容易计算矩阵 




的行列式. 

将 Pf(F) 理解为用斜对称矩阵 F 的系数^代替到 M 立置上得到的 PU / i ,) (把各 
处的 Q 换成素域 Z p , 可将我们的论断推广到任意特征数的域上)，有 

定理10如果 i 7 * 是任意一个 n x n 阶斜对称矩阵，那么， 


detF = Pf ( F ) 2 . 

进一步，还有 

P^AFA)= det A • Pf ( F ) 

证明 关系式 det F = Pf ( i 〒 表达出我们已经知道的斜对称矩阵和普法夫多项 
式的性质.进而，设 C / = (~)是任意 n x n 个代数无关的~的矩阵,: T 是前面看到过的 
斜对称矩阵.那么， 

PfCUTU ) 2 = detCUTU) = (det U) 2 detT = (det C /) 2 Pf ( T ) 2 , 


从 m 


PfCUTU ) = ±(det C /) Pf ( T ). 

如果用那样的值来代替~和~使得 [/是 个归一矩阵而 T 是个标准的斜对称矩阵，那 
么，左边 Pf ( Jo ) = 1,而右边是士 1 • Pf ( J 0 ), 也就是应该取+号.这说明，对特殊的矩 
阵 [/ = 4 ,r =八要证明的等式是成立的. □ 

剩下来需要说明的是，对于 r = = t , 普法夫式 Pf ( r ) 是个泛多项式, 

它是齐 m 次型,它的系数是整数或者属于素域. 

习 题 

1. 设 Ay ， A n = F 是矩阵 F 对应的实二次型 g 的主子式.证明，只有当（― 1)^^ >0, 对所 
有 = 1,2,... ,71都成立， g 和 F 才能是负 定的. 

2. 举出反例： 


⑴正定矩阵 A 二（<2勿)，但有某个对 (i，j) 使得叫 < 0; 

(2) 矩阵 A = { aij ) ,对所有的指标都有 ay > 0,但 A 却不是正定的. 

3. 找出所有 A，/x e R， 使得矩阵 


§4 双线性型和二次型 
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是正定的. 

4. 设 X = [xi,X2,X3] € c 3 , Q(x) = X I X 2 x 3 — 3xiX2X3, 6： 是三次本原根，利用表示式 

Q(x) = : (Xi + X 2 + ^ 3 )(X 1 + €X2 + £ 2 X^){X\ + £ 2 X2 + 6X3 )， 

证明 Q(x)Q(y) = Q(z), 其中 z = [ zi , 勿，勿 ] ， A = A(x ， y) = Qjj / fc 是对称的双线性型,找 

j ^ 

出它们的显式. 

5. 设 A 是任意一个实对称矩阵， e = e ( A ) 是个充分小的 实数. 证明，矩阵 B = E + eA ^ 
正定的. 
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照例，不仅要研究向量空间本身，同时还要研究向量空间的线性映射.在岭中 
的旋转、反射、同位相似以及分析学中的微分算子和积分算子都可以充当这方面的 
例子.开始,我们把精力集中在线性映射的最一般的性质上面. 

§1向量空间的线性映射 

1. 线性映射语言 如我们所知(见 [BA I ] 第2章 §3), 每个 m x n 的矩阵4都对应 

一个线性映射仏4: R n R m . 仿照它的性质，引入下面一般的 

定义 1设 F , W 是同一个域只上的 n 维、 m 维向量空间.映射/ : y — W 称为是 
线 性的，如果 

/(x + y ) = /( x ) + /(y), /( Ax ) = A /( x ). 

换句话说 , /(ax + /? y ) = a /( x ) +/?/( y ) •在第1章已经研究过的线性函数/ : y — 戾的 

概念是线性映射的一个特殊的类型. 

所有 F W 的线性映射的集合,用符号 £( F , W ) (或者 Horn ( F , W 0) 表示，它是 

个具有自然的映射加法和纯量乘法的向量 空间： 如果 /,p e C { V , W ) Kv ^ e ^ 那么, 
按定义 

(^/ + W )( x ) = ^/( x ) + fig ( x ). 

可以直接验证，向量空间的所有公理(见第1章， §1) 针对 £( F , W ) 都被 满足. 

和任意一个线性映射/ : F W 联系在一起有两个子空间，它的核 

Ker / = {vG V \ f ( v ) = 0} 

和像 

Im / = {wG W\w = /( v ), X 才某个 v e [} • 
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核和像对我们来 说并 不是一个新的 概念. 但是,现在要特别强调,它们分别是 y 和! ^的 
子空间(对于 Ker /容易检验,而对 Im / 的检验将在下面进行). Xf 任意子空间 C / C F ， 
我们约定,记/⑼ = {f(u)\ueU} •如果, m, U 2 e C /, w 2 e 戍那么 

^i/(ui) + ^2 /(u 2 ) = /(z/iUi + ^2U 2 ) G f(U), 

因为 z /洲 + z / 2 u 2 G ?7. 所以， /(?/) 是 W 的一个子 空间. 特别地,这导致 /( y)=Im /. 

注意,/的单射性等价于等式 Ker / = {0}. 事实上，在 x # y ，/( x ) = /( y ) 的情形, 

就有0 ^ x-y GKer /. 反之,如果0 ^xG Kerf, 那么 /( x ) = 0 = /(0). 

定理 1 设 / : F — ■^ 是 个线性 映射 . 如果 C/ = 〈 ei ，…， es 〉 c F ， 那么 f(U ) 二 

〈/( e i ), … ,/( e s )). 特别地，有 


dim f ( U ) ^ dim U . 

证明据条件，任意 u G ?7可记成 u = aiei + - - . + a s e s . 因此, /( u ) = Q ； i /( ei ) + … 
+ a s /( e s ), 这就意味着， f ( U ) =〈/( ei ) ，… J ( e s )). 当(句，…， e s ) 是 C / 的基底的时候, 
一般说来， (/( ei ),..* ,/( e s )) 未必是 /( C 7) 的 基底. 同时 ， dim f ( U ) ^ s = dim C 7. 完全 
可能发生 C / S Ker f 与綱 = {0} 这样的 事情. 口 

2. 用矩阵给定线性映射设分别给定了向量空间的基底 (Vi ，…， vj 
和 （ Wi ，…， w m ). 像 Im / C W 的每个向量都是向量组 


/( v i ) = «iiwi + a 2 iw 2 + … • + a mi w m , 


/( v n ) = ai n Wi + a2 n W2 + • • • + tt mn w m . 



的一个线性组合.反之，给空间 W 的一纽向量派定任务= /( vi ), • • • , w n f = /( v n ) 就 
完全确定了一^个线性映射/;任意向量乂 = aiVi +.. -+ a n v n , 完全由 /( v ) = aiw 〖+ … 
+ a n \< 给出.如果 v ' = aivi +…+ a ^ v n , 那么 


/(z/v+z/v，） = /((z/ai + + ... + {va n + ^Ov n ) 

=(^i + ai)wi + . • • + (ua n + i/q4)w^ 

=+ • • • + a n w^J + z/^a^wi + ••• + a^w^) = uf(w) + v’/(v’). 


矩阵 

an ai 2 … ai n 

«21 fl22 • • • CL2n 


®ml 0 / m2 (^mn 

称为线 性映射 / : y 4 W 相对于空间的基底 ( Vl ，… ， v n ), ( Wl ，… ， w n )( 或基 
底 ㈨ ),( Wj )) 的 矩阵. 不同的线性映射对应不同的矩阵. 







注意，向量 /( Vj ) 的坐标组成矩阵 M / 的第 j 歹！ J . 因此 ， rank {/( Vi ) ，…，/ ( v n )} = 

rankM /. 因为，总有 rank {/( vj ，…，/ ( v n )} = dim </( vi ), ••- ，/ ( v n )}^ =dim Im /, 
所以 ， dim Im / =rank Mf . 

定义 2 把子空间 Im / 的维数同时称为线性映射 / 的秩 (rank /). 

定理 2 i ) 设1^ = 〈 Vi , …, v n ) , W = 〈 wi ,... , w m 〉 是带有固定基底的两个向量 
空间.那么，在 F 到 W 的线性映射和系数在基础域及上的 m x n 阶矩阵之间存在一个 
一一 对应. 

ii ) 任意向量组 wi ， …, 都对应唯 一一 个线性映射 / : V -^ W , 满足 /( Vi ) = 

n. 

iii ) 线性映射 / : F — W 的秩与它对应的矩阵 M / (在 1^和研 的任意基底 之下) 的 
秩一致. 

正如我们已经知道的那样,系数在基础域反上的所有 m x n 阶矩阵构成反上 mn 维 
向量空间,它以第桁第 ) •列元素为1,其余各处均为0的矩阵巧为基底向量.因而等式 

dim C { V , W ) = (dim V ) (dim W ) . 

成立. 

矩阵和线性映射之间的对应可用于已知的关于矩阵乘积的秩的命题(见 [BA I ] 第 2 
章 §3) 的新的证明.用映射的语言,它对应 

定理 3设 / op 是个映射的复合 


那么， 

i ) dim Im ( / o g ) ( dim Im f . 


ii ) dim Im (/ o g ) ^ dim Im g . 

证明不等式 i ) 是显然的，因为 Im (/ op ) c Im /. 为了证明 ii ), 我们要注意 Im (/ op ) = 
/( Imp ). 因为对任意线性映射 / i : C / — W 都有 dim(Im h)^dim U , 故不等式 ii ) 显然 


成立 • 




设 X 


[ XjVj 是 F 的向量 ， y 




/( x ) 




yjWj 是它在线性映射 /: v 


w 之下 


• 7=1 


的像./在已指定的基底 (V,), (Wi) 之下对应于形式 (2) 的矩阵为 M /. 那么，按规则⑴对 
应，有 



从而队 =^2 a ij x j , 1 < rn , 或者,简单地 

J = 1 


Y = M f .X, 


(3) 
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其中 X = [ xi ,... , x n ], y = [的，…， 2/ m ] 是向量 X G 1/和丫 = /( X ) e W 的向量坐标 

列.在 (3) 上我们看到了映射/別应的坐标间的线性映射(按思维惯例). 

设/, 0都是 F 到 W 的线性映射.在固定的基底 ( Vj ), ( Wi ) 之下，实际上就导出 
由 f 到 f 的线性映射/ : X — M f X,g •• X 一 M g X . 与我们已经给出过的这些 
表示 ([BA I ]第 2 章 §3) 相对照,可以看出，线性映射彳+ w (见第1目) Xf 应矩阵 

类似地,线性映射 C / 之 F 厶 W 的复合 / og 在 C /, F , W 的固定的基底之下对应 
矩阵 


Mfog = MfMg. 

再次强调了线性映射与矩阵之间对应的完全一致性，我们只是回顾了已知的 
事实. 

3. 核与像的维数 下面的定理 真确： 

定理 4 设 F 是域見 h 的有限维向量空间，/ : F W 是个线性映射，那么 Ker / 

和 Im /都是有限维的，且 

dim Ker / + dim Im / = dim K 


证明 （请与 [BA I ] 第 2 章 § 3 的类似证明相比 较). 因为 Ker/C R 所以 dim Ker / 
彡 dimF < oo. 在核 Ker / 中选择一个基底 (e! ，… ， e/c) 并将其扩展成与第 1 章 §2 定 
理 3 相应的空间 y 的基底 ( ei ，… ,e fc ,e fc+ i,... ,e n ). Im /中的任意一个向量必形如 



Oti G ^ 


也就是说，向量/(# +1 ),… ，/( e n ) 生成 Im /. 剩下来只需指明，这些向量是线性 
无关的. 

n n n 

设 H = 0- 那么 /( ^2 Aih ) = 0. 这意味着 ，^2 e Ker /, 

i=fc+l i=fc+l i=fc+l 

即 ^ 但是，基底向 量6 1 ，…， e n 之间关系式应该是平凡的•推 

^ — | - j — 1 

出结论， A fc+ 1 = ••- = A n = 0. 从而，向量 /( e fc +1 ) ，…, /( e n )^|±? C ^ cS.dim Im / = 

n — k . □ 

推论 在 dim / < oo 情形，线性映射 /: y — W 的下列性质是等 价的： 

i ) / 是 单射； 

ii ) dim V=dim Im /. 

证明据定理 , dim F = dim Im / 当且仅当 dim Ker / = 0, 也就是 Ker / = {0}. 

而我们已经看到，只有/是单射的情形,/的核为零. □ 


说明 如果 dim y = dim W 且/ : y — W 是个线性映射,那么，如同已确立的推 

论 一样，由内射性(此时 Ker / == {0}) 或者满射性 (Im / = W ) 都可以推出双射性,这 
时 /是同构映射. 



§2线性算子代数 

1. 定义与例子 暂且假定基础域炎是任意的.在 F W 的情形，向量空间£(% 
W ) 现在可以自然地记成 £( F )( 同样也用符号 End ( F )). 它的向量通常 称为线性算子 
或线性 变换. 鉴于术语“线性变换”的多义性(宁愿把它和向量坐标联系起来,而不把 
它与向量空间联系在一起)，我们更喜欢它们中的第一个.今后，线性算子将用拉丁 
字母••表示，而在向量空间 F 的基底 ( ei ) 之下对应的矩阵用字母為 C , 
D ， … 表示. 而在另外的基底(打了撇的 )(<) 之下, 算子人 …将对应 A , B \ .... 
总是用 f = Id 和五=((%)表示恒等(单位)映射 XHX . 按惯例,算子乂作用在 X 上的结果 
简单地写成 ^4x (代 替乂 (x) ) . 

线性算子 B 称为是4的逆 算子， 如果46=石4=5.与已知的一般结果相 
对应(见 [ BAI ] 第1章§5)，算子4的逆算子如果存在的话，必唯一 确定； 可用符 
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号乂一 1 记之. 据 §1 定理 4 , 乂- 1 存在等价于 Ker 4=0 或者 dim V=dim Im A . 在一般 
情形， dim Ker 4 称为算子 4 的亏数 • 可见，算子 4 的亏数为零，它们就是可膊子.例 
如，如果方程对任意 b 都有解,那么 4 就有逆算子.再次记起， rank ^=dim Im A = 
dim F-dim Ker 乂就是算子乂 的秩，用矩阵语言定义的所有的这些概念和条件我们 
早就熟 悉了. 但要特别地承认,线性的概念更为 基本： 它与选择何种基底没有关系. 

引入一些线性算子的例子. 

例 1 零算子 0 把每个向量 v G F 都变 成零： rank 0=0. 

例2相似算子乂 ： ^x = Ax ( A 是一个固定的纯量). 

例 3 平面 R 2 简单地整体旋转 a 角的旋转 算子為 把 R 2 看成是以 { l , i } 为基底的平 
面，将其整体旋转 o ； 角•于是，显然/ : 2 ： = x + iy !—>■ e ia z 是这样一^个算子即用数 e ia 乘, 
RA-i = - sina-hicos a . 所以，在基底 (1, i ) 之下算子4的矩阵是 

( cosa — sina \ 

. 

sma cos a I 

例 4 F = [/© W 是子空间的直和.如果 X = XC 7 + X W 是以 XC 7 和 X W 为分量的向量 
分解，且 Px = Xc / , 那么，称 P 为投影算子或在子空间 C 7 平行于 w 的投影(或沿着 w 的 
投影)， 注意 P 2 = 卩. 

例5设 A =〈1, …，尸一》是域足 Jt 次数彡 n — 1的多项式的空间 ， A = d / dt 是 
按 f 求导的微分算子：巩 • /⑷= fit ). 

应该防止在解释公式 


dim Ker A + dim Im A = dim V (1) 

时可能出现的错误(见 §1 定理 4 的公式)，从这里不能总是得出 y = Ker 4 + Im 乂如 
例5中的算子： D 表明. 

Ker V = (1) = 只 . 1 C 〈 1, 亡， ..• ， t n ~ 2 ) = lmV. 

2. 算子代数 我们已经知道，向量空间 F 上的所有线性算子4的集合 £( y ) 本身 
是个维数为 

dim£(F) = (dimF) 2 (2) 

的向量空间.一个线性算子由自己在每个元素 x e F 上的作用完全确定.回顾在 [BA I ] 
第1章、第2章叙述的映射复合的原则，我们令 

(乂 + B)x = Ax + Bx, (A^4)x = A(^lx), (AB)x = A(Bx) 

(这样一来，复合4。 B 可被简单地表达成 4 的后面直接写 S )， 由这个定理可以直接计 
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算出 


a(A + B) = olA + OiB, 

(a + P)A = olA + (3 A, 
(af3)A = a(/3*4), 

1 • *4 = ^4, 

A ( BC )= (必) C (结合律)， 

A{B + C)=AB + AC , 

(A + B)C = AC-h (分配 律); 

A ( AB ) = (\ A)B = A ( XB ). 


(30 



(3 W ) 


我们看到，线性映射的集合 £( F ) 同时也是个域足上的向量空间(最前边的⑼)的 
四个关系式)，也同时还是个结合环(由 (3〃) 的三个关系式推 出)； 最后的混合型关系 
式(3,建立了纯量和算子之间乘法的补充定律. 

定义 1 一个环它同时又是域炎上的向量空间，且对任意 A a , be K 
有 A ( a 6) = ( Xa)b = a ( A 6), 就称为是只上的 代数. K 作为向量空间的维数即称为代 
数 K 的 维数，所有的对 X 的乘法封闭的 (L • L g L ) 的子空间 L C X 都称为是 K 的 

子代数. 

说到代数,大多指结合代数 ( a 6 )c = a (6 c ) 且有1 : 1 • x = 向量空间 F 的 

线性算子代数 £( F ) 就是这样.代数 £( TO 的矩阵变形凡⑻已经在 [BA I ]第 2 章§3中 
遇到过.在那里对矩阵导出了类似的 (30 —(3〃0.尽管包括§1在内已经不止一次地提 
到线性映射和矩阵之间的对应，我们还是应该再次把简单而重要的事实铭刻在脑海 

里 :如果 

71 n 

A: e k ^ Aek = ^ B : ej ^ Bej = ^ bkje k 

i=l k=l 

是线性空间 y 在基底 ( ei ) 之下以 4 = (‘) 为矩阵的线性算子，那么，算 

子 M 在同一个基底之下的矩阵是(7=克8. 

事实上 


^ Cij^i = (AB)ej = A(Bej) = 乂 ( ^ b kj e k I = ^ b kj Ae k 

i \ k / k 

— 〉: bkj 〉: CLik^i z= 〉: ( 〉: ^ik^kj | 

k i i \ k J 

是 Cij — 〉 ： flifc •和 (Cy ) = AB . 

对于附加&各种条件的环最有意义的是代数.多项式代数_是一个最简单的无穷 
维代数的例子.在 n 2 维结合代数 £( F ) 中(见 (2), n=dim F ) 特别值得提到的是由单独 
一个算子生成的子代数. g 卩，如果4是个线性算子，那么，由它生成的子代数邱刈是包 
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含4的最小的子代数.在这种特殊情形要充分认清,单位算子5 属于邱 戽子代数只 ㈤ 的 
元素是算子乂的所有的各种可能的幂次 

乂 0 = 乂，乂 2 = w 4 v 4, • • • , = w 4 v 4 • • • 乂, • • • ， 


以及它们的线性组合.换句话来说,如果 


那么 


/ ⑷ = dot 171 + ait m 1 + • • • + a m —it + a m G ^[t], 

/( ⑷ =1 + •. • + d m — i^A + dmS 


(4) 


就是邱乂]中的线性算子的最一般的形式.放到函数的观点之下,我们就是说,/(乂)是 
多项式/ e = a 时 的值. 形如⑷的线性算子 /( a ) 用自然的方式作用在 x e 

f 上： 

' f ㈤ x = aoA m x + ai^. m_1 x + …+ a m _ lfc 4x + a m x. 


代数邱刈是交换的，因为 

跡 9 { A )= g { A )- f ( A ) 

(方幂 置换: A k • A 1 = A k+l = A l - ，的推论)，它的维数是多少呢？后面我们会看到, 
总有 

dim 只 ㈤ 彡 dim V . (5) 

% 

但这是个比较精细的结果,暂且我们只能得到初步有用的说明. 

定义 2 称多项式/⑷零化线性算子 為如果 / ㈤ =0. 零化4的次数最低的(首项 
系数为1的)多项式称为是算子4的极 小多项式. 

设 


=严 + flit 171-1 + • • . + jlm—it + fl m ( 6 ) 


m— 1 

是算子乂_及小多 项式. 那么 , K •. ,，- 1 必繼战 关. 因为，舖 [ = o , 


m— 1 

就意味着多项式^ 零化乂,然而它的次数却小于 m . 反之，若5,人 



參 • 


A 


m—l 


(作 


为£⑺的向量)线性无关,而乂" 1 已经由它们线性表示出来，那么就意味着 m 是极小多 
项式的 次数. m 的存在性是结论邱乂] C 的一个平凡的 推论. 因为 dim C ( V ) = n 2 , 

所以， m < n 2 . 这就部分地证明了下面的命题. 


定理1所有线性 算子乂 都有极小多项式⑷.它的次数与代数只 [4] 的维数一 
致. 算子乂可逆，当且仅当多项式 (6) 中的自由项 // m 不等于零. 

证明 定理的结论部分恰如我们上面引进的第一部分证明那样简单.进而,如 
果 Mm # 0, 那么 


。 = "«4( 乂）= «4(^4 m 1 + "工乂 771 2 + • • • + fi rn — i £). 
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这意味着，乂有零因子4 


一 1 


+ "1 乂 


2 +…+ ^ O (〜⑷的极小性)，而环中 


的零因子不能有逆元.反过来,如果# 0,那么，关系式 


^4(— // 



一 1 




一 2 


"771 — 



就在一个显式中给出了 4的逆算子. □ 

定理2任意一个能零化算子4的多项式/⑷用多项式⑷去除均无剩余项 • 
证明据假设，线性算子/(乂）（见⑷)等于算子 a 如果，/⑷= 办) ⑷+ 
r ⑷是/⑷被⑷除得到的剩余 r ⑷的结果,那么 


O = f ( A ) = q ( A ) - O + r ( A ), 

从而 r (⑷土 0. 但 deg ”⑷ < deg fi A ( t ), 这与极小多项式的定义相矛盾，有 r ⑴= 0. 

□ 

定义3线性算子4称为是幂零的，如果对某个 m 〉0 有乂 m = 0;这类自然数 m 中 
的最小者称之为乂的幂零指数. 

显然，对于幂零指数为 m 的算子乂,有/^⑷=严，而对于满足= 乂的非平凡 
算子 有从 ^⑷=卢 — t 同样 ，= t ， fi e ( t ) =t — 1•作用在次数彡 n — 1的多项 
式空间 A 上的微分算子可以作为幂零指数为 n 的线性算子的典型例子.投影算 
子 P (第1目中的例 4) 具有性质 P 2 = 这些例子在将来都会频繁地得到运用. 

3. 线性算子在不同基底之下的矩阵设 F 是域足上的 n 维向量空间， A ： V-^V 
是一个线性算子.在 F 中选择一个基底 ( ei ，… , e n ), 我们可以得到矩阵 A = (_) 使得 

— 〉： ⑺ 

k 

但是，同样这个算子4在空间 F 的另夕 h 基底 4) 之下将有另夕卜阵义= 
«•) 使得 

^ = ^2 a kj e k- ( 7 ’) 

k 

如果 B =(心)是从基底 ㈣ )向基底 «•) 的转换矩阵，那么< = E 6 的 ，这 

番 

就提供了引人算子 S : ' 

Bej = e f j ( 8 ) 

的想法，它在基底 ( e ! ，… ， e n ) 之下对应矩阵 R 因为 det B^O (第1章§ 2 的定理 4 ),所 
以算子 B 是可逆的. 

最后,我们定义一个辅助算子义,它在基底 ( ei ，…， e n ) 之下与算子4在基底 
(<，•••， O 之下有同样一个矩阵，换句话说，令 


e) == > CL^j^i. 


⑼ 
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我们有权这么做，因为在固定的基底之下，线性算子与矩阵之间有双射对应.用 (7) 
和⑻把关系式 (70 写成 

ABej = Ae'j = ^ = B , 

由 B 的可逆性以及对于义的表达式⑼，就得到 

B^ABej = A f ej , 1 ^ j n. ( 10 ) 

研究在同一个基底 ( ei ，…， e n ) 之下的所有 算子戽 B , 尤我们可以把 (10) 转化成矩阵 
关系式 

A ! = B ~ X AB . (11) 

可以用更直接的坐标方法推导出关^式 (11). 照惯例, l ^ Y^Xjei = x = 

• 囈 

录任意向量 X G F 向新的(打撇的)基底的转变 ,X = [ xi ,-.. = [ xi ,.'. 乂]是 

对应的坐 标列. 其次，令 y =： AX , Y / = AX ', 其中 A W 是由关系式 (7), ( r ) 决定的矩 
阵. 因为 X = BX f ,Y = BY , (见第1章§2的 (4')), 所以 

A * 

ABX ' = AX = Y = BY f = BA f X f . 

' 、 

♦ • 

■ 

由于列 f (向量 xe TO 选择的任意性，我们就有 = BA \ 从而有 W = B -^ AB . 

于是,我们再次深信下面定理的正确性. 

定理 3 线性算子4在基底 ( ei , … ，<) 之下的矩阵 W 可以用同一算子^4在棊 
底 ( ei ，… ， e n ) i 下对应的矩阵 A 按照公式 (11) 得出，其中 B 是由 ( h ) 向 (4) 的转换 
矩阵. 

定义 4 称矩阵 W 相似于 矩阵八并记成 W 4,如果存在非退化矩阵召按 
照 (11) 把 A 和 W 联系 起来. 这里预先假定，所有的矩阵都是同一个阶数的系数 
取自同一域只的方阵. 

显然，恒有 A 〜 A (用 B =五联 系). 其次，关系式 (11) 也可写成災= 

其中 历 = B - 1 , 这表明，相似关系是对 称的 ： W 〜4 4〜 它同 样是传 递的: 

如果 W = B - 1 AB , A N = C ~ X AC , 那么•即 〜〜 A 蛘 

4〃 〜儿这就是说,相似关系是个等价关系，进而,所有的 n 阶方阵就被分成不相交的 

矩阵类(与 [BA I ]第2 龠嫌 6目的等价矩阵的等价类相比较).按照定理3,每个线性 

算子同样都对应一个相似矩阵类.而相似的矩阵可以充当同一个线性算子在不同基 
底之下的矩阵. 

线性算子语言在理论研究上很方便，但大量的具体的计算还得以矩阵形式实现. 
所以，精确到相似的矩阵分类从实践的观点看是非常重要.比方说，如果我们需要 
对大的指数 fc >1000( 在实际中常常遇到这样的课题)计算一个 n > 1阶矩阵(或者，甚 


至 n > 100)4 的方幂那么，自然地尝试去找一个容易计算其方幂(乂/产的^〜左 
如果有幸能得到一个矩阵 W=diag ( Ai ,..* , A n ) 刚好与在4代表的相似类中，那么， 

A = BA ' B - 1 , 从而# = Bdiag ( A ^, ••- , A ^) B - 1 . 在这种对应中，矩阵 A = ^ 相 

当典型，它直接对应的斐波那契数也是 [BA I ]第2章§3第5目例3中的主要角色•我 
们还要再多说一点，能计算出来幂^^就给出了对任意一个多项式/⑷=+… 
+ flm 找出值 

f { A ) = aoA m + aiA m_1 + . •. + a m _iA + a m E 

的可能性. 

4. 线性算子的行列式与迹设乂是 F 上的一个线性算子.乂在 F 的某一个基底之 
下对应矩阵 A 则把4的行列式 det 4称为线性算子乂的行 列式. 因为= 
detA , 所以 deU 是乂的一个不变量.可逆矩阵对应可逆算子，所以 ， det 乂# 0是算 
子乂可逆的一个充要条件.在 det 乂 = 0的情形，我们就要处理退化的线性算子乂 

现在，称表达式 

n 

tr ^4. —- tr A . —- 

2=1 

为线性算子乂的迹，其中 A = ㈤ )是算子乂对应的矩阵 ( tr 是英文 trace 的缩 写). 正如 
所知，也容易证明，对任意同一阶数的矩阵式琴有 

tr AB = tr BA (12) 

把这个关系式用到召- 1 /和 B ， 其中 B 是非退化的，就有 

t ^ B ^ AB ) = tr(B • B ~ l A ) = tr A . 

这意味着线性算子的迹的定义是适定的，即和 F 的基底的选择没有关系.与 (12) 类似 
的是 ‘ 

tr AB = tr BA . (120 

.*v 

两个要引进的函数 det 和 tr . £( F )-> 贿重要 作用. 函数 det 是可乘的 (det = 
( det ^)( detB )), 而且,借助于它可引导出空间 F 的自同构群 Aut F ， 或者，，等价于 F 上 
所有非退化线性算子作成的群.容易猜想到，在 F 的任意选定的基底之下，群 Ant F 就 
转化为在 [ BAI ] 中已知的 n = din ^ F 阶的完全线性群 GL n (^ 更准 确些： 有群的同 
构 Aut F ¥ GL n (^) . 

函数 tr 是线性的 

tx{aA + (3 B ) = atx A + /?tr B 

(容易验证)，而这个事实被广泛地应用在数学领域，比如，内容丰富的群的特征标理 
论(见 [ BA 瓜])就整个地建立在迹的概念上.看一个更“朴实”的应用. 
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例 6 (李 ( Lie ) 代数） 一个代数，作为环，并不一定要具有结合律.非结合环的最 
重要的例子就是所谓 李代数 (或 Lie 代数， 表示尊重 S . Lie (1842 —1899))，在这个代数 
里,乘法运算 ( x ， y ) x * y 满足两条公理 

i ) x * x = 0; 进而 (x + y)*(x + y) = 0=^x*y=—y*x (反对称性)； 

ii ) (x * y) * z+(y * z) * x + (z * x) * y = 0( 雅可比恒等式) • 

运算 x * y 很多时候被表成 [ x ， y ]， 而且称为 换位子 运算. 向量空间 L = R 3 =〈&〉是 
个以下面的向量的(外部的)向量乘积为其乘法运算的3维的李 代数： 如果， 

x = xiei + x 2 e 2 + x 3 e 3 , y = y x ei + y 2^2 + 


那么, 


[ x ? y] = (^22/3 - $32/2)ei + {x^yi - xiy 3 )e 2 + (xiy 2 - x 2 yi)e 3 . 

其次，容易验证(这样的验证对于每个搞数学的人的生活中都应当有)，在 L = 

c{v)±mm\ 


[ A , B ]= A 13 -BA (13) 

给出的新的乘法运算能使公理 i )， ii ) 得到满足，从而可以把/ ：( F ) 看成是一个李代数. 
通常用符号用来代 表它. 还有一种深刻的理论，据这种理论，足上每一个有限维李 
代数都是一个李代数 (£( F );[ ， ]) 的子代数，其中 F 是反上的一个有限维向量空间(回 
忆一下，子代数就是/ ：( F ) 的在乘法[，]之下封闭的子空间). 

有限维与无穷维李代数在量子力学中发挥着非常本质性的作用(见补充文献中 
的教学参考书 [2]). 事实在于，量子理论中被称为动态变量者服从代数中的非交换 
定律，而且它的非交换的程度，计算起来，恰恰就是“换位子 ”(13). 如果我们把 F 取 
成足上所有多项式的无穷维向量空间，就得到一个平凡的，但在某种狭窄意义下接近 

量子理论中交换关系的例子.设巩= dM 是对_微分算子，而乃是用《乘导致的乘 
法算子： V t { f ) = = t . f , 容易验证 

^t^t] = — FtVt = S ( 14 ) 


^v = 只 M 上的恒等算子. 

问题来了：形如( I 4 )的关系式[乂,6] 能够在有限维代数/ ：( F ) 中实现吗？这个 
问题的回答原来与基础域的特征数有关系.如果知 C 和知 R (这是最有意义的情形)， 
那么，立刻可导出矛盾 


0 = tr AB — tr BA = tr [乂， B ] = trS — n = dim V . 



•56 • 


第 2 章线性算子 


但是在 p | n 的情形，其中 p = char 正如下面反上的 n 阶矩阵 



0 10". 00、 

00 1 …00 


000 ••- 10 
000…0 1 
000 ••- 00 / 


， N P = 



(15) 


运算表明的那样，这个矛盾可以被消除.前面利用函数 tr 的判别方法在这里不再起作 
用,而事实上 [ J P ， 


习 题 

1. 验证，形如 (15) 的两个矩阵都是幂零的 ： JP = N ^ = 0. 

2. 证明，如果 A , (7 分别是 nxp ， pxg ， gxn 的矩阵，那么， tr ( A _ B (7) tr ( BCA ) = tr ( CAB ). 

3. 把 GL n ( F p ) 理解为 p 元域 F p 上的 n 维向量空间 V 的自同构群，求出阶数 | GL n ( F p )|. 

4. 指明，所有迹为零的线性算子的集合(只)是李代 数01 (只） =£( F ) 的一个余维数为1的子 

代数. 

5. 证明，对 F 上的任意线性算子*4, 5有等式 

S ^ 

rank A = rank B + dim(Im A D Ker B ). 


6. 利用习题5,证明，对于 V 上的任意线性算子 戽石/ 而言， 弗罗贝尼乌斯不等式 

rank BA + rank AC < rank A + rank BAC 


成立. 

7. 证明，对任意线性算子 A F — F 和任意 i 彡 1 都有公式 

dim(Im A l ~ x fl Ker *4) = dim Ker A l — dim Ker 乂 1-1 

* 

J 

(对于 i = l , 公式是显然的，只要考虑到总有 = £:的定义). 

8. 证明，两个矩阵 A , 丑 e M n ( E ), 如果它们在复数域上相似，那么，就一定在实数域上相似. 

9. 类似于定义2,称/⑷是线性算子 Z 对于一个向量 V e y 的 零化多项式， 如果 / G 4 )v = 0. 
对于向量 V 的算子 Z 的零化多项中次数最低者被称为 Z 的对向量 V 的极 小多项式, 将其用 AU , V ⑷代 
表.我们假定域只是无穷的. 证明： 

(1) / i 人 V ⑷能整除 M 乂⑷； 

(2) 存在 a e V ^ fjLA , ei ( t ) = ⑷. 

10. 设 V 是个向量空间，是它的两个子空间，而且 




是直和分解，其中爪 c Vi,i = 1,2.其次，再设穴 是％ 的平行于 ％， j # i 的投影. 




§3 不变子空间与特征向置 


. 57 - 


证明： 

(1) 如果 

Vi ^w^unVu v 2 = W2 + v 2 (u), (*) 


那么 ， V = W -^ U -, 

( 2 ) 如果 y = w + u 3 . v 2 ( U ) nw 2 = 0 ,那么，对于\/1和14的分解式 (*) 是真的，而且 wnt / = 

WiDU . 

11. 证明，系数在特征为零的域戾上的矩阵 Ae M n ( 只)，它迹为零必相似于沿主对角线取零值 

的矩阵 A’（W = ( dij),CLll — a 22 — — o! nn — 0). 

12. 习题11中 Char 戾= 0是个限制吗？ 

§3不变子空间与特征向董 

1. 投影§2第1目的例4建立了 F 到两个子空间的直和分解与我们已经熟知的， 
有性质 P 2 = P 的投影算子 P 之间的关系.反过来，所有具有这种性质的算子都是投 
影算子.我们在更一般的背景下证明这个论断. 

设[=爪 ㊉ W 2 ㊉ … ㊉ ^是爪个子空间的直和分解(见第1章§2第5目)，那么， 
每个向量 x e F 可唯一地表为 

x = Xi + x 2 H - h X m , Xi G Wi 

的形式，而映 射乃 ： X h &是7 上的线性算子.此外，还有 

而且当 i M 时 ， ViVj = 0 ,vf = 巧•最后 

Wi = ViV = {xg F|^x = x } , 

Ki = Ker ^ = Wi + • • • + Wi + • • • + Wmi 

而且乃就是 F 在爪上沿着的投影. 

定理1 m > l, …， Vm •• F — F 是满足下列条件的有限个线性映射的集合 

m 

Vf=Vu I ⑴ 

i=l 

那么 

V = W \ ㊉…㊉ W m , 

其中叭=1111巧. 

证明按条件，对任意 x e F ， 我们有 

X = £x = ViX = Xi + ••• + x m , Xi G Wi ， 




这是因为 F 


叭 + • • • + .这个和是直和，利用第1章§2的第5目(定理 7) 的准则，我 


们就可以确信这一点.也就是说，设 x e % n D 爪，因为爪 


Im 巧，所以，可找到 


那样的 X !，…， 



使得 




X 


^3 ( X J ) 


㈤ . 




把算子％作用到这个等式上去，并利用定义的性质 


%;当以 J •时 ， VjVi 




就得到 





巧 (Xj ) 




巧 ( X _7_) 






o . 


的 


这样一来 ， F 


E 爪是个直和而巧就是 y 在 m 上沿着和 


Ker 巧 


的投影. 




□ 


我们再补充一点，如果 P 


2 


P 而 F 


[/ © W 是与这个投影算子相联系的直和分 


解且 = lmV 


(ei, 


,e r 〉，W 


Ker V = ( e r+ i 


, e n ), 那么，在这个选定的基 


底之下算子 P 对应矩阵 


P 


E r 0 


0 


0 


， r = rank V 


( 2 ) 


槪哋，可以看出，具有性亂4 2 


A 的秩为 r 的必、相似: B~ X AB 


P , 


rank A 


tr A . 


说明 经常说，满足关系式 


ViVj 




彡 i，j 彡 m ， 


的算子巧，… ，: Pm 组成一个正交 的等方算子组 mil 彡 m }， 而它们对应的矩 
阵组成正交 的等方矩阵组 {巧|1 < m }. 如果满足⑴的所有条件，就说成是完 

全正交组. 


2. 不变子空间 


每个线性算子 AF 


F 都不仅仅能作用在一个一个的向量 



G 


F 上，而且可以作用在子空间 c V ±： AU 
值的思想相联系可得出不变性的概念 




{ Ax \ y ： eU }. 与这个重要的有特殊价 


定义1子空间 C F 相对于线性算 子乂: F 


F 是不变的，如果乂 c C /. 


例如， Ker 4和 Im 乂都是乂的不变子空间，尽管它们可能是平凡的，即与 {0} 或 F 重复 
对于 次数彡 n -1 的多项式空间 P n 上的微分算子巩立刻可以做出一^次数小于 i -1 的多项 


式的不变子空间 


1 , 2 , 


籲 籲 


， n ) 的链 


{0} cVx CV 2 C 


• • • 


cF n 




V 


⑶ 


上面(第1目)看到的投影算 子组巧 ，… ， P m 在一些关系式中是很有意义的，这些 
关系式可联想到大量的对 每个巧 ，…，巧 n 都不变的子空间 


㊉ Wi 2 ㊉…㊉ ， { 《 1 ， … ， ifc} Q {1 ， 2,… ， m } ， 
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(我们这里用到了一个显而易见的事实，在 F 中对线性算子乂不变的子空间的和与交 
也总是不变的). 

在§2末尾出示的矩阵 J p , 可以充当与之对立的例子.它们对应的算子作用在 P 
维空间 F =妒（在特征数为 p > 0的域足 h ) 上，如此一来，在这里没有不变子空间.可 
以指出这种差别的一个根本原因： [ PuVj ] = Om [ J P , N p )^0. 

在域 R 上同样可能出现类似的现象.算子乂把 R 2 旋转 a 角 (0 < a < 7 r ; 见§2第1目 
之例 3) 就没有非平凡的不变子空间，它应该是在乂作用下自己变成自己的一条直线 
才行. 

固有的不变子空间 {0} C U C F 的存在提供了一种通过选择 F 中的适当的基 
底简化算子乂的矩阵 A 的可能性.也就是说，如果把 V 的基底 ( ei ，…， e m ) 的基底扩充 
成 F 的基底 ( ei ，… ， e m ， e m +1 ，… ， e n ). 那么，由条件乂 ej t /， 得到在这 

个基底之下算子乂的矩阵就是 


A = 



Ai Aq 

0 a 2 



⑷ 


其中，七是爪 x m 阶矩阵，益 2 是 (n - m ) x ( n - m ) 阶矩阵，而 A 。 是 m x (n — m ) 阶矩阵. 
可以把皋看成是算子乂限制在上的算子 A ； 的矩阵(设戾 = 如是方便的). 

我们随时可以设想 4) 是零矩阵.此时，显然 ， W = 〈 e m +1 ，… ， e n 〉 也是个 F 的 
不变子空间，而^ 2 就是算子乂^的矩阵，这种情形说成是 F 的不变子空间的直和 F = 
ue w 的分解式对应的算子的直和： 

A — Ajj^r^W- (5) 

算子的直和的矩阵具有分块对角形式 

(A.jj 0 \ . 

A = I I = Ajj-\-Aw (5’) 

V 0 Aw I 


实际上，我们证明了 

定理 2 空间 F 是它的两个对于线性算子乂： F F 不变的子空间 t/ 和 W 的直 

和，当且仅当，这个算子在某个基底之下取 (50 形式. 

这个论断可用极明显的方式照搬到任意 m 个不变子空间，它们的直和等于 F 的 
情形.当 m = n = dim F 时，我们就得到了线性算子的矩阵在适当基底之下化成对角 

形的条件. 

我们还是 illUPm ⑷4^烏不一定 j 轉的 f 膨，尽管向量 e m+1 ，…， 
e n 扩充了不变子空间 C F 的基底 ( ei ，… , e m ). 这表明，虽然按照第1章§2之定理9, 

线性空间 F 有多种方式分解成直和 F = C 7 ㊉ W ， 却可能没有一个补子空间 W 是对乂不 
变的.这种情形最好不过是以微分算子 A 为例证： 如果％ 是 (3) 中不变子空间链中的 
一个，且 F % ㊉ 爪，那么，显然地， V t { Wi ) nVi ^ O . 


注意这样的结论，如果乂(⑺£ U , B ( U ) CU , 也就是说， C / 对乂和 S 是共同的不变 
子空间，那么《乂 + /?6和乘积46, 6乂都是不变的.特别地， 

- AUCU =^ f { A)U C U 

对任意多项式 / e 只 M 都成立. 

3. 特征向量，特征多项式 1维的不变子空间需要特别加以关注. 

定义 2 对于乂不变的1维子空间中的任意一个非零向量都被称为是算子乂的一 
个特征向量. 如果 x 是个特征向量： 

Ax = Ax ， 

那么，称纯量 A e 只是算子乂的一个对应特征向量 x 的特 征值. 有时也说是 本征值，固 

有值，本征向置或固有向量. 

注意 

Ax = Ax 4 A k yi = A fe x , 

从而有 

/( 乂 ) x = /( A ) x , (6) 

对任意一个/ e 只 M 都成立.特别地， 

/( 乂） = O f(X) — 0 (7) 

对算子乂的所有特征值 A 都成立. 

设 

V x = {v e F|Zv = Av } 

是由 0 和所有与特征值 A 相伴随的特征向量组成的子空间. 

定义 3明显地，蕴涵式 

^4 x = Ax , Ay = Ay 今 乂 ( ax +/? y ) = A ( ax +/? y ) 

给出了算子乂与 A 相伴随的特征子空间 0 的称谓的基础.它的维数 dim 0称为特征 
值 A 的几何重数. 

特征向量的存在性条件显然可以描述成下面的形式 

(乂 一 AS)x = 0， x 笋0， (8) 

也就是 

Ker (^4 - \£) ^ 0. 


这意味着，算子乂- AS 是退 化的: 


det (乂 一 Af) = 0. 


⑼ 
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如果在向量空间 F 的某个基底 ( eO 之下，算子4的矩阵4 = ( aij ) , 那么，算子乂一 AS 的 
矩阵就是条件 (9) 就转化成 


det(A - XE) 


an 


A 


«12 


(^ln 


«21 


«22 


A 


• 蠢 


^2 n 


^nl 


^ n 2 


a 


nn 


A 


0 


(90 


设 x = a：iei + … + 0^6„是算子乂的属于特征值 A 的一个特征向量.在矩阵记法 
之下，等式 (8) 形如 

(an — A)Xi + CiX2 x 2 + • • • + flln^n = 0? 

^21^1 + ( a 22 ~ A ) a ：2 + . • • + C ^ 2 n x n = 0? 


(^ nl x l + tt n 2^2 + …+ (ftnn — 入)2^ = 0. 

就得到了这个行列式 (90 为零的齐次线性方程组必有非平凡解.正如我们在 [BA I ] 中 
就已经知道的，这个方程组的所有解的子空间与算子乂的特征子空间 F A 相重合.维 
数 dim F A (或 A 的几何重数)等于 n - ”，其中 r 是矩阵 A - AE 1 的秩 • 

按 [BA I ]第3章§1公式⑶将行列式 det(^E — A ) = (- l ) n det(A - 紐)展开： 

dGt(tE — - A ) = E ^7 r (^ l ? 7 rl ^ — ^ l ? 7 rl )(^2 ? 7 r 2^ — ^2,7 r 2) (^ n ? 7 rn ^ — 

TVESn 

我们就得到一个以 Xi e 只为系数带有未知变量〖的 n 次标准多项式 

XA(t) = det (tE — A ) = t n Xi^ n_1 + ... + Xn-it + Xn- (10) 

定义 4 称多项式 (10) 是矩阵 A 的特征多项式. 方程式 xa (〖） = 0被称为是 特征方 
程式 (有时说是矩阵 A 的长期方程式). 

实际上，我们可以讨论线性算子4的特征多项式而不涉及任何与它相伴的矩阵 A 
因为借助§2的定理3有并不复杂的 

定理 3相似矩阵的特征多项式相同. 

证明设 A ， = C ~ l AC . 那么， det(^E ~ A f ) = det ^ C-^C - C ^ AC ) = 
detlC-^tE - A ) C ] = det C" 1 det(tE - A ) det C = det {tE - A ). □ 

于是，我们可以规定 


XA { t ) '= XA { t ). 

确定的等式 (10) 表明，纯量 A e 只是线性算子乂的特征值，当且仅当 n ( A ) = 0, 
即 A 是特征多项式的一个根.如果特征多项式 X /⑷在只中没有根，那么算子乂就没有 
特征向量.所有的作用在复的向量空间上的线性算子一定有特征向量. 
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定义 5 A 作为特征多项式 u ⑷的根的重数被称为是线性算子乂的特征值 A 的代 

数重数. 

定理 4 特征值 A 的几何重数不超过它的代数重数. 

证明按定义，几何重数是方程式血= Ax 的解空间0的维数 m . 显然，以是 
对乂不 变的. 而且若义是4在0上的限制，那么 det (比 /- 乂0 = 同时， X A { t ) = 

(t - \ r q ( t ), 其中办)是邓]中的某个多项式，设 A 是多项式办)的重根，&彡0.在这 
种情况下， A 的代数重数就是 m + fc . □ 

4. 可对角化的判别准则特征多项式 X /⑷的根(也说是特征根)组成了一个产 
生关于算子乂的重要信息的集合，但是，根据明显的理由，并非所有的特征根都是平 
等的. 

定义6线性算子乂的所有特征值的集合称为是这个算子的谱，并且记为 Spec (乂) 
(用几何重数计算特征值的个数).可以类似地讨论矩阵 A 的谱 Spec A 如果对应的几 
何重数是1，谱点就说成是单的，如果所有的谱点都是单的，就说谱是单的. 

在代数封闭域的情形，例如，只 = C ， 特征根与谱点是一致的，而在一般情形，谱 
可能是空的，例如实平面上旋转算子的谱. 

引理1属于不同特征值的特征向量必然线性无关.和 E F A 是直和(一般 

入 eSpec 乂 

来说，一定与 F 重合). 

证 i 月设;^ ，…， 久 7 ^是一些不同的特征值, f Ai , …， 是它们对应的特征子空 
间. 在每个乂〜中选取一个特征向量〜需要证明它们线性无关.当 m = l 时，命题真 
确.对 m 用数学归纳法且设存在非平凡的线性关系式 

^lei + C^2©2 + • • • + Qmem 二 0, 

比方说，其中叫# 0,我们把乂作用到这个等式的两侧，因为乂 = A , e ,, 所以 

O^lAl©! 0^2 + • • • + ^^777^777^772 = 0. 

乘第一个关系式，然后从第二个等式中将其减去，就得到前边的 m - 1个向量的 
关系式 

(A m — Ai)ei + • • • + a m _i(A m — A m _i)e m _i = 0. 

由归纳法假定，得 ai ( A m — Ai ) = 0, i = 1,2, ••- ,m — 1 .但 

7 ^ 0, A m 7 ^ \i, i <m 今 ai(X m - Ai) ^ 0. 

得到的矛盾证实了我们的论断. 

按照定义，任銷陶量 都剧修向量. 所以， 根据 证明， — = 0 . 


这就意味着，和是直的 • 
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定义 7 称 n 维向量空间 F 上的线性算子乂是 可对角化的， 如果有基底 (6 )， 对于 
这个基底，算子乂的矩阵取对角形式. 

/ Ai 0 •…0 、 

▲ | 0 入 2 ... 0 I 


\ 0 0… A n / 

定理5 具有单谱的算子乂是可对角化的. 

证明定理的条件要求多项式 X 乂⑷在基础域只上有几 = dim F 个不同的根 Ay ， 

A n . 它们对应特征 向量％ i = 1，…， n . 据引理1，这些向量线性无关.这意味着^ = 

〈 ei ， … ， e n 〉， 也就是乂所以 ， A = diag ( Ai ， …， A n ). □ 

算子谱的单性根本上只是它可对角化的一个充分条件，例如，等方算子(见 (2)) 是 
可对角化的，虽然，当 n > 2时它的谱不是单的，这个事实的内在理由可由下面的定 
理部分地解释. 

定理 6设4是域反上有限维向量空间 F 上的一个线性算子，乂可对角化的充要条 
件是满足下面的两个 条件： 

i ) 特征多项式 X 乂⑷的所有根都在只中； 

ii ) 每个特征值 A 的几何重数都与自己的代数重数一致. 

证明设条件被满足.如果；^，…，久@是多项式 X /⑷的不同的根，而虼…， 
4是它们的重数，那么 

dim V Xi = ki , ki k2 + k m = n . (11) 

据引理1，任意一组同时都不为零的向量％ e 一定是线性无关的 ， i = 1,…， m . 

因此，有 _ 

y Ai n ( v Xi + …+ 河 + …+ v x ^) = o . ( 12 ) 

这意味着(见第1章§2的定理7)， +... + y ^ 是直和.考虑到等式(11)，我们 
就得到 

F = F 入 1 +... + F 入' (13) 

把的基底合并起来即得到 F 的一个基底，它是由 n 个线性无关的乂的特征向量组 

成的特征基底.它的存在性等价于乂的可对角化性. 

反 过来： 设算子乂可对角化.再一次用乂，…， A m R 表它的不同的特征根，并 
Rk = dim F Ai , I ^ i ^ m . 条件 (12) 亦然被满足，从而有由子空间的元素组 
合的特征向量基底，故，…，生成 F . 由此，我们可以得到结论，等式 (13) 成 
立.相应于由的基底并起来的 F 的基底,算子乂的矩阵必然是 


A = diag(Ai, … ， Ai; … ； A m , … ， A m ). 





由等式 


Xa{^) = Xa{^) ~ dct(tE — A) = (t — Ai )^ 1 • ， • (t — A m )^ m 

可⑽紐 i ， 麥赋 x 乂⑷的所有根雛只中，也亨漏足条件 i ). 同时，对 i = 1,2,..., m , 
整数&与根 A 屬代数重数&(见 (11)) 一致. □ 

5. 不变子空间的存在性 所有的有关于算子的不变子空间，特征值和特征向量 
的推断，原则上都是在任意域上进 行的. 但是，这些研究对象的存在性却与基础域有 
直接的关系，在更加重要的域 M 和 C 上的例子使我们深信这一点. 

定理 7 所有复的(相对照地，实的)线性算子 4 必有 1 维(相对照地， 1 维或 2 维)的 
不变子空间. 

证明 因为 X /⑷在 C 上至少有一个根，那么，已知的寻求特征向量的方法很容易 
就给岀源于空间 F 的不变子空间. 

在实数域 R 的情形，我们看算子4的极小多项式⑷(见§2定义2)，它的系数都 
在 R 中，如果⑷有一个实根 a ， 那么 

MA(t) = (t - a)g(t), g(t) G R [ 亡 ] . 

由〜⑴的极小性知 g ㈤ # 0，所以 ， v = g { A)\i ^ 0,对某个向量 u e F 成立.但 

(-4 — a£)v = (A — aS ) g ( A)u = = 0, 

从而 jv = av , 这说明， v 是一个特征向量. 

现在设，4没有特征向量，那么，据上面的证明，⑷就没有实根，但按着关于实 
系数多项式的定理 ([BA I ]第6章§4,定理 1), 我们可以记成 

= (t 2 — cat — (3)h(t)^ o；, [3 G M, h(t) G M ^ . 

再次有对某个 u e V^v = h ( A)u # 0,且 

A 2 v — aAv — pv = fi ^( A)u = 0. 

这就得到了， j 2 v = aAv + (3 w , 又因为 jv # Av (没有 1 维子空间)，所以， £ =： 
〈 v , 4 v 〉 是个2维的不变子空间. □ 

6. 共轭线性算子 看一下算子概念与共轭空间概念有怎样的联系.设 F 是域只上 
的向量空间，是和它共轭的空间. 4是 F 上的一个线性算子. X 利壬意 一个固定的元 
素/ e F *, 映射 X H (/,^lx) := / GA ( x ))( 按第1章§3中第2目中的记法)又是 y * 中的一 
个元素，也就是说，它是个线性 函数： 

«* 

(/， -4 (ax + ( iy )) = (/, a Ax - pAy ) = a ( f , Ax ) + Ay ). 

这样，把符号当成 F 上的一个线性函数，我们就可以令 


Wx ) := (/, 乂 x ), 


(14) 
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对应，：/ -> 4 v 以/为变量就定义了 p 的线性 映射： 

{A*(af + ^), x) = (af + Pg, Ax) = a(f, Ax) + {3{g, Ax) 

= a(A*f, x) + 0(A*g ， x) = (aA*f + /3A*g,x )， 

所以 ， e £( F *). 

定义 8 关系式( 1 句给出的 F * 上的线性算子，被称为是与 J e £( F ) 共轭的算子. 


这样，我们就得到了一个 £(10 
接导岀它的下列 性质： 


— > 


£( F *) 的映射，即 * : 4 


— > 


A \ 由定义可以直 


O^y 


5 £\r 


£ v * X a ^) 




( A ^ B ) 






B ^ A \ 


(15) 


作为一个例子， （15) 中的最后一个关系式可以这样证明 


((翊 */， x ) 


(/, (^lB)x) 




(/， j (6 x )) 




W 6 x ) 


( S *，/， x ). 


n 


为了给出算子，的矩阵形式，很自然地 F 和的对偶基 ( eO 和 ( e 。. 如果 j ej 


》： 那么 


n 


( e \ Aej ) 


^2akj(e\e k ) 




m ▼ 



ir 


k=l 


接着，设 


n 


A * e i 


E 

k=l 



ki 



n 


就有 m 



e j) = a ki( ek 


另一方面，因为在关系式 (14) 中有 


^ e j ) 


fc=l 

所以 a 


3^ 


从而有 


定理 8如果在空间 y 的基底 ( ei ) 之下线性算子4对应矩阵4 


共轭算子在空间的对偶基底 (¥) 之下对应矩阵 


K ) 


A 


那么，4的 

□ 


我们注意有限维向量空间的自反性，它用自然映射(第1章§3定理 2) 结论给岀了 


把 y ** 和 y 等同起来的可能性，同样地，算子可表达成 


A 


木本 


A . 


事实上，由于自反性，的任意线性函数可以把自己想象成在某个固定的 



(16) 
€ F 之 


下，/ 


I—► 


(/， X ). 特别地， W ， x ) 


(/,y)_ 按定义 y 


乂* 


* 



可见 


(/» 




047, x) = (/ ， ^Tx )， 


从这里可以导岀关系式( I 6 ).它表明，具有性质 (15) 的映射4 4 乂**是个 一一 X 寸应，称 
它为£00与£(1"*)之间的反同构. 
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把对 ( F ，4) 和 ( F *,，) 同时加以研究常常会推导岀有实践意义的结果.在这些内 
容丰富的例子中，有一个就是下面论断的证明. 

定理 9 F 上所有复的线性算子 4 必有不变的超平面. 

证明 设 dim F = n . 如同我们知道的那样，对于 F 上任意线性函数/# 0,必 
有 dim Ker / = n - l . 现在，比方说,取/为上的线性算子，的一个特征向量，按定 
理7,它一定是存在的.如果 A 是它对应的特征值，那么，由定义等式(14)， xEKer /=^ 

0 =入 (f,x) = (A/,x) = (A*f,x) = (f,Ax) => Ax e Ker /. 这就意味着 ， Ker / 就是 

所要求的超平面. □ 

7. 商算子 设 L 是作用在向量空间 F 上的线性算子4的一个不变子空间.把 F 
和 L 看成是固定的,并且约定把第1章§2第6目中定义的商空间 V 7 L 用符号 Fi 己之，再 
用又记为它的元素 x + L . 

定义 9 在空间 F 上，用关系式又.又 =$ 导出一个商 算子, 换言之，灭 (x + L ) = 


Ax . + L . 


这个定义与代表元 X 的选择没有 关系： 如果 X + L = / + L ， 那么 X 



y e 


且血 


Ax 




雄 一 X ，) 




A ( y ) e L (因为 LXtA 有不变性).从而 Ax + L = Ax !+ L . 


如果兑对于^!没有不变性,那么定义商算子2就失去任何意义了. 

设 F = L ® M 是个相对于4不变的子全间的直和.那么，我们知道，4 = A l ^ Am 
是4在 L 和 M 上的限制算子的直和.如果/ : u ^ u + L 是#与7 = F / L 之间的同 


构(第1章§ 2 定理 10), 那么 


(/ • Am)y = f { A M y ) = Amy + L = A{y + L ) = A ( fy ), 


从而有 


f . A M = A - f . (17) 

* 

也就是说, 3 在 F 上的作用与 ^ 在 M 上的作用是一致的，所以就称等式 (17) 建立了頁 
与 4 m 之间的 等价性(相似). 

例 众所周知,作用在2维向量空间 F =〈^，以上且^是个特征向量的所有的线 
性算子6必对应三角形矩阵 

㈡ . 

在 F = V /〈 ei 〉 =〈巧〉中,我们有= / j ^ 2 . 

现在，如果 F = > 1 ,6 2 ,6 3 〉是([：上的3维向量空间 ， A : V F 是个有特征向 
量 ejjei = aei^a G C ) 的线性 算子. 那么，在 2 维空间 F = V /〈 ei 〉 =〈兩為〉上按 
前面叙述得到的商算子頁在适当的基底之下对应三角形矩阵 





习 题 

1. 设 {A |1 彡 i 彡 m -1} 是个正交的等方矩阵组(见第1目结尾的说明).证明，对于 A = 
Ai + . • • + Am - i ^ A 2 = A , AAi = AiA = Ai , 1 ^ i ^ m — 1 . 并且，如果设 ^4 m = 五 一^4, 那 
么 {A |1 彡 i 彡 m } 就是一个完全正交组. 

2. 设 D : M n (用— M n (只)是一个方阵空间上不恒等于 O 的线性算子，它对所有4,丑 e 
M n (只)具有可乘性 

V ( AB ) = V ( A ) V ( B ). 

证明，必有非退化矩阵 (7 使得 D = / c (见§1习题 3). 

3. i^A : V F 是 一 个线性算子，它对某个自然数 p 有 Im v 4 p = Im v 4 p +1 . 证明，在这种情 

形 F=Ker *4 P ® Im 乂〃是乂的两个不变子空间的直和. 

4. 证明，如果作用在 n 维向量空间 F 上的线性算子5, *4 2 ,… ，，- 1 是线性无关的，那么， 

必有向量 v e F 使得 

V = ( V , Av , • • • , V 4 n-1 v) 

(此时，说 F 是循环 的). 

5. 设儿 In x n 的实矩阵但是没有实的特征值，特别地， n 为偶数且4是可逆的.试指明，必存 
在实矩阵 jB 使得= BA , 且= — E , 五是单 位矩阵(几杰考维奇 ( H . ZbKOKOBKrq )) 

6. 证明，对任意丑 e M n ( E ) ,矩阵4丑和矩阵的特征多项式相同. 

7. 利用极易验证的关系式 

/o 1 0 

A — aoE + a\B + a2jB 2 , 丑= 0 0 1 

V 1 0 0 

求出循环矩阵 

( do Cbl 0,2 

( l 2 Off ) CL \ 

CLl CL 2 0 ,o 

的特 征根. 






8. 证明，半幻方空间 SMag n ( Q ) (见第1章§1之例 8 )是 M n ( Q ) 的一个 Q - 子代数. 

9. [ Amer . Math . Monthly . 1991年2月， pl 31 — pl 33] 设丑 G M n (只 )， char 只 / 2.若 
有£> = diag ((9 i ,... ,(9 n ),6>i = ±1 ,使得 B = DA, 则记为丑〜显然， 〜是 一个等价关系.如 
果是以 A 为代表的等价类，那么 ， Card S(A) ^ 2 n . 

证明.至少有一个中的矩阵，它不以1为其特 征值. 

10. 设乂是个 n 维空间 F 上的线性算子，证明， 

A 2 = rank A + rank (^ — A ) = n . 

§4 若尔当标准型 

要弄清楚一个给定的线性算子 A F — F 的作用，自然地要按照自己的目的设 
法在 F 中找一个以最好的方式适应4的基底.换句话来说，需要在^ f 应的相似矩阵 
的 等价类中找岀一个矩阵使其具有尽可能简单的形式.根据明显的理由，这 . 
个问题的存在与定义这个向量空间 F 的基础域只有关系.下面，我们认为只 = c 是复 
数域，尽管原则上可以用任意代数封闭域来代替 C . 

1. 哈密顿-凯莱定理. 下面的并不复杂的论断是非常有用的. 

定理 1线性算子4的矩阵总能(在相似意义下)特化成三角 形式. 

证明 为了深信这一点，我们用归纳法讨论.据§3定理9,向量空间 F 包含一个 
相对于4的不变的超平面 f / : AU c U . 按归纳法假设，在 C / 中可以选岀这样的 
基底 (ei, …， e n _ ： L) 使得 jei = X^i + v^, G (ei, - - - 同时， F = (f/,e n ), 

其中 e n 是任意的一个不属于[/的 向量. l^Aen = X n e n + u , u G U . 于是，在基 
底 (&，••• ,e n _ 1? e n ) 之下算子 4 的矩阵可以表达成所需要的形式的矩阵 



现在可以足够简洁地证明内容丰富的 

定理 2( 哈密顿-凯莱定理）线性算子4和它(在任意基底之下)对应的矩阵4必然 
零化自己的特征多项式， XA { t ), 也就是 

Xa{^) = O. 

I ^ 

^ ♦ 

证明 因为这个命题与基底的选择没有关系(见§2第3目)，所以，自然地可用定 
理 1，一 开始，我们就认为矩阵4在基底 ( ei ，… ， e n ) 之下取如⑴的三角 形式. 研究4不 
变的子空间链 


V = Vo D VxD - Vn -1 DV n = 0, 


§4 若尔当标准型 
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其中 ， W = 〈 ei ， e2, … ， e n _fc_i, e n _fc). 因为 (j — X n —kS) e n -k G 14+1 , 所以 

(-4 — X n -k£) Vk C VJfe+i. 


由此可见， 


XA(A)V = Y[(A-Xi£)V 

i=l 

— (-4. — Ai ^) - - - (^4 — A n ^)Vo c (^A — Aif ) - - - (^4 — X n — i£)Vi 

C (^4. — Ai £*) • • • — A n _ 2 ^) V2 C • • • c (-4. — Ai £*) V^_i = 0. 

但是, X / (輕 = 0^ xa ( A ) = o . □ 

推论线性算子 4 的极小多项式 /M ⑷是其特征多项式 X/ ⑷的一个因子，而X/⑷ 
可以被所有的线性因子^ - A 整除， A € Spec(^l). 

证明按定义 / i / M ) = 0,据定琿 2 ,又有从 ㈤ =由§ 2 之定理 2 推岀⑷整 

除 X 乂⑷ • 

其次，如果 A 是算子4的一个特征值，那么， 

Av = Xv ^0 = /x^(^l)v = /x^(A)v AU ( 入 ) = 0 ^ - X)\fiA(t) 

v '., 

…. .. / 

.*« 

(我们反复使用了 §3中蕴涵式⑺的结论). □ 

说明似乎，哈密顿-凯莱定理就是证明了 det (迅— A)\ t=A = det(AE - A ) 
det 0 = 0•但这是个完全不可信的推理.想一想，为什么. 

哈密顿-凯莱定理有很多应用,但我们暂且只把它应用到极直接的形式中. 

例1 设乂 F F 是个幂零指数为 m 的幂零的线性算子(见§2的定义 3), 所以， 

■ , 

. 

设 jm - l v # 0. 那么，向量 V ， jv ， …， j 771 - 1 、 是线性无 关的. 

事实上,所有的非平凡的线性关系式必形如 

A k v + o ： i^4 fc+1 v + •. • + a m _i_fc^l m_1 v = 0, 0 ^ A; ^ m — 1. 

把算子作用到这个等式的两侧，即可确信 = 0;这与 F 的选择相矛盾. 

也就是说，由哈密顿-凯莱定理推出，自然地，算子4的幂零指数 m 不超过 n = 
dim V . 现在，设 m = nS . A n ~ 1 e ^ 0,就可导岀下面对基底向量的约定 

ei = ^l n ~ 1 e, e2 = A n ~ 2 e^ • • • , e n _i = Ae, e n = e. 

于是 = 0, jefc = efc _ i，/c > 1，而且算子/在基底 ( ei ，• • •， e n ) 之下的矩阵就是下 
面将要给出定义的 A 二0的若尔当块 J n ( A ). 

如果，再设 F = 〈: M ，... ，尸- 1 〉是 C 上次数 < n 的多项式空间而汐 = * 是对 t 求导 
数的算子，那么，这个算子在基底 ( ei )， ei = 之下的矩阵刚好就是 J n (0). 
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定义 1 i ) 我们称 i ) 矩阵 


JmW = 



为特征值 A 对应的 m x m 阶(或 m 阶)的 (上)若尔当块. 

ii ) 一个矩阵，若它的对角线由若尔当块组成，且这些块之外均为 0: 



( 2 ) 


则被称为 若尔当矩阵. 

iii ) 线性算子乂 V -> V , 在 F 的一个基底之下，对应的矩阵 4 是若尔当矩阵，或 
者如常说的，有 若尔当标准型 J ( j ), 则称这个基底为 若尔当基底. 

vi ) 把求解矩阵方程式 X - 1 儿 \： = 称之为把矩阵 4 化成 若尔当标准型 ，其 

中 X 是(未知的)非退化矩阵，而 J ^4) 是(未知的)若尔当矩阵. 

说明 Jm ( A ) -XE = J m (0) 是个幂零矩阵.特别地 ， （f — A ) m 是若尔当矩阵 (2) 的 

极小多项式,且 A 是它的唯一的特 征值 : Spec J m ( A ) = { A }. 

♦ ♦ 

〆 I 

例 2 设 D n ( A ) 是所有形如 e A V ⑷的复函数的向量空间，其中 A e C , /⑴取遍所 
有次数彡 n -1 的多项式.因为， 


⑹ =#( A / ⑷+尸⑷)， 

所以，求导数 是凡 ㈧ 上的一个线性 算子. 设叫 i = % e x \ i = 0,…， n - 1•显然, 

at i \ 


: De i+ i = 



= + 入 e《+i 


(0!=1; 当 i = OB 寸,第一个被加项就没有了). 于是； 函数"^“在我们的向量空间中对 
于线性算子 P 构成一个若尔当基底，且 J ( P ) = J n ( A ). 1 ， 

这个例子指明了若尔当矩阵在线性微分方程理论中的特殊作用，我们再次回到 

它上面. 


1) 为纪念法国数学家 C. Jordan(1838—1922) 
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例3如果/⑷是任意一个多项式，那么 

/( A ) f\\)/l\ /"( A )/2! ... /—— D ( A)/(m —1)! 

0 /( A ) f ( A )/ l ! ... /—_ 2 )( A)/(m —2)! 


0 0 0 … /( A ) 

因此，运算 J m ( A ) 比运算一般矩阵要容易得到. 

2. 若尔当标准型：定理与推论我们阐述基本命题及其结论. 

基本定理 代数闭域上(特别地， C 上)的任意一个 n 阶方阵4都可以化成若尔当 
标准型.即存在非退化矩阵 C 使得 C-UCs JCA) = «7是个形如 (2) 的 矩阵. 不计小块 
之间的置换，矩阵的若尔当标准型是唯 一的. 

因为相似的矩阵的极小多项式是相同的，所以由基本定理及关于若尔当块 J m ( A ) 
所做的说明，得到 


f(JmW) = 



= (t - x h r^ • - (t - x ip r^, . ⑶ 

♦ 

其中 { \，…， A ip }是义的所有的两两不同的特征值，而是相对于特征值的若尔 
当块的最大阶数. 

显然，矩阵 A 可对角化(也就是它相似于矩阵 diag % ，…， A n )) 的充要条件是 
在 J ^4) 中不存在>1阶的若尔当块.进而再考虑到⑶就得到下面的一个有用 
的判别法. 

推论 域 C 上方阵4可化成对角型，当且仅当，它的极小多项式/ x A ⑷没有重根. 

这个推论是有效用的，因为要计算极小多项式 /i A ⑷并不一定要把4化成若尔当 
标准型. 

基本定理的证明将分成三个部分，分别在第3至第5目.还要顺便讲述一些求若 
尔当标准型的可实践的建议，其后，再指明一个另外的证明. 

3. 根子空间 我们引进下面的 
定义 2向量集合 

V ( X ) = {vG F | 对某个 fc , (4 — 入 5 ) fc v = 0} 

被称为特征值 A e Spec (^4) 对应 的根子空间. 

关于 F ( A ) 是个子空间，我们很容易相信这是正 确的. 例如，取 u e F ( A),v G 

F ( A ), 其中 (j — X£) s u = 0, (A - 入 f/v = 0; 且 m = max { s , t }, 那么 

{ A - XS ) 171 (au + pv ) = a ( A - A 5 ) m u + p ( A - A 5 ) m v = 0， 

从而，对任意 e C 有 mi + ^v e F ( A ). 因为， F ( A ) 包含 AX 寸应的特征向量，所 
以 F ( A ) # 0. 其次 ， C F ( A ), 正如幂零指数 n > 1的算子4的例子表明的那样， 
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不等号是可能成立的.在这种情形， A =0 是它的唯一的一个特征值 ， dim F 0 = 1, 
fflF ( O ) = V . 

因为 dim ( A ) KA - 在 F ( A ) 上的限制是个幂零算子,所以 

F(A) = {vGF|(>l-A5) n = 0}. 

定理3 : 是以 

P 

XA(t) = II ( 亡 - XC Xi _ Xj n P u i L 

i=l 

♦♦ 

♦ ♦ 

为特征多项式的赛性算子.那么 ， F ㊉ … ㊉ F ( A P ) 是根子空间 F ( Ai ) 的直 

和，它们之间的每一个都是对4不变的，而且具有维数 dimF ( Ai ) = 〜. 算子 
在 F ( Ai ) 上是幂零的，且以非退化方式作用在子空间 

♦ ♦ 

Vi = V ( Ai ) ㊉ •- •㊉ V ( A 《_ i) ㊉ V ( A 《+ i ) ㊉ • ••㊉ V (Ap). 

零 

上. 最后， Ai 是算子的唯一的一个特征值. 

证明没有一个素因式 《- A , 能够同时是所有的多项式 


Xi { t ) = n ( Z - Aj •广， i = 1,2,••- ,p 


的因子，所以 (XI ⑷， 

C 礼使得 

…， Xp ⑷)的最高公因式是 1. 从而可找到多项式八⑷， • 

P 

. • ， /p ⑷ e 


= 1- 

2 = 1 

⑷ 

子空间 



Wi = 

Xi (^) fi(^)V = {Xi (乂) / iM ) v|v G V }, 1 < i < p, 


对于4是不 变的： 

AWi = Xi ( A ) fi ( A)AV c Xi ( A ) fi ( A)V = Wi . 

# 

此外. 

(4 - XiS^Wi = XA ( A ) fi ( A)V = 0 


(因为，据定理 2 , xa(A) = O ), 所以， 




(5) 

可以写成形如 

p 


♦ ♦ 
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的关系⑷给我们提供了一个分解 


p 


V 


E 呎 


2=1 


以及更一般的(借助包含式 (5)) 


P 


V 


E 觸 


2=1 


我们假设 V e v(Xi)nv u 其中， Vi = J 2 v ^' 从而(义 —A/) n v 


0 




又因为 v = [ 〜而且(乂 — \ j£) n Vj = 0,所以有< (^1 - \ j £) 




但是，由多 




j^i 


项式(力 - \广与 C ⑷ = A,) 71 的互素性可以推岀，存在 a ⑻，吵）使得 


j^i 


d ( t)(t — 入 《) n + b ( t ) c ( t ) 




1. 


我们就得到 


V = a(A)(A- \i£) n w + Y[{A- XjS) 


n 


V 


o, 




也就是说向量空间 F(Ai) 和％ 不相交.这就意味着，有4的不变子空间的直和 


V 


V (Ai) ㊉ • • • ㊉ V (Ap) 


⑹ 


分解. 

由包含式 (5) 和分解式 (6) 可直接到爪= V ( Xi ). 这样一来，对于就得到一个 
有效的表达式 

V ( Xi ) = Xi ( A ) fi ( A ) V , 

其中X#), A ⑷是恒等⑷中的多项式.特别地， 

( A - X i £) n V ( X i ) = 0 . 


4在 F(\) 上的极小多项式是多项式(〖- 〜的 某一个因式.由此得到，首先，\是 

算子的唯 一一 个特征值.其次，在子空间 F%) 的基底合并成的基底之下，算 
子4有矩阵 

( A\ • • • 0 

. 

0 ••- A p 







其中戌是唯一特征值 A 屬应的 < =dim F (\) 阶的矩阵,而且,它的特征多项式是 

XAi(t) = (t — Ai) n S n- < Ui ， - 

P 

因为 Xa ⑴ = JJxa ⑷，所以，几 = < + ••• + 4 且 < = rii ， 

剩下来证明限制算子 ( 4 - A /)| k 的非退化性.但,这是显然的,在相反的情 
形 { Ker (4 - A ^)} n % # 0 ,而且必有 0 ^ v G %使得 = 0 •但是在％上 4 的 

特征多项式是心 ⑷= H ( 《- 入 j ) nj ， 而\绝不可能是它的特征值. 口 

4 . 幂零算子的情形定理 3 把选择线性 算子乂 的最简矩阵的问题归结为 

那样的情形，即 4 有唯一的特征值 A 且 (4 - X£) m = 0 的情形 ， m < dim F . 设 0 = 
A - XS , 我们就得到一个幂零指数为 m 的幂零算子，它对应幂零矩阵 R 要研究的情 
况是很自然的 

定义 3称线性包络 

只 [S] v = 〈 v, Sv, …， S m,_1 V 〉 

是与幂零指数为 m 的算子 S 和向量 v 相关联的 循环子空间. 设 m / < m 是使^ 771 、= 0的 
最小的自然数. 

定理 4幂零矩阵 B 的若尔当标准型 J ( B ) 存在(基础域只是任意的). 

证明由例 1 和定义 1 可以看出， M 有的循环子空间都对应若尔当块.我们需要 
指出，幂零算子 S 和幂零矩阵 S 所作用的向量空间 F 可以分解成用适当方法选出的循 
环子空间的直和. 

据定理 1 ,矩阵 B 可以转化为对角线上元素为 0 的上三角形矩阵.这意味着， 
前 n - 1 个基底向量包络 C / X ^ B 是不变的.按定义 SF C C /, 而按归纳假定,在[/中 
可以选择出相对于 S 的若尔当基底,或者，同样的 



U = 只 [S] ei ㊉ • ••㊉ 只 [S] e s , 

⑺ 

^ [B] ei 

，奶广 1 ^〉， B^ei = 0 . 

不失一般性,可以认为 

mi ^ rri2 > …> m 3 . 

⑻ 


其次,对任意一个不含在 C 7 中的向量 V ， 有7 = 〈 v , C/〉，Sv e C 7, 所以 ， Sv = + 


Bu , ueU . 用乂/ = v — u 替换 v , 我们得到 

8 

V=(v\U), 加 ，= 5> 沟 . 

i=l 

如果叫 = o , 1 < i < 那么，把对应的循环子空间 〈 V 〉 的八⑼补充到若尔当 
块 JmJO ), … ， J ms (0), 也就是 


B 〜 J(B) = diag(J mi (0), ••- , 心 3 (0), Ji ⑼) 
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(〜 是相似号). 

剩下来要研究对某个指标 r 彡1， 

S 

= • • • = Oi r -i = 0, By 1 = 〉: c^ r 7^ 0 

i—r 

的情形.为方便计，设 


于是， 






OL % 



8 

ISGj, Gt* : jS^Gl fj«. 

i=r+l 


与顺序关系式 (8) 相对应， B^fr = 0. 又因为⑺是直和，所以，无论怎样系数 A 都必 
有# 0. 此外， 一 个很容易的推断就可以表明，和 


[S]e; + 爲问 f r 

i^r 


同样是直和并且与 c / 重合. 

但现在，循环子空间只[0](被4《 C / 扩 大了： ^[ B ] f r C ^ [ B ] e f r , 从而我们有 
直和 s 

v = ^ m ^ 

i=l 

对应一组指数 mi ,... , 其中 i ^ r , m f r = m r + 1 . 同样也有 

B 〜 diag ( J m / (0 ) v • • ， 々(0)) 

(若尔当块的个数保持了原来的个数，但有一小块的维数增加了个 1). 一 般说来，序 
列 ( mi , …，7<)是没有次序的，但通过向量 e 彳的变换就可以达到要求.这样一来，对 
于幂零算子0的若尔当基底就证明了它的存在性. 口 

5. 唯一性 要着手证明唯 一性， 我们顺便讲一个把 n 阶方阵化成若尔当标准型 
的有实践意义的原则. 

为此，需要会找出与矩阵4的特征值 A 相对应的 m 阶若尔当块的个数 iV ( m , A ). 
用通常方式,把作用在 n 维向量空间 F 上的线性算子4的矩阵4与 F 的直和分解 

F = F ( A ) ㊉ 铲， (9) 


一 * 起讨论.其中 

S 

F(A) =㊉ 〈巧 , M — \£)e h …， ( 4 ， 


V f 


E 叩，). 


入 VA 
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我们先来计算矩阵 (^4 — AE 1 / 的秩 r t = rank (4- AE 1 )% 或者，同样的,空间 (^4— 

的维数.实际上，这个维数与 F 的基底的选择没有关系.在分解式 (9) 中，每个空间 
M(A - XSY 都是不变的，所以 

dim(^ - XSfV = d[m ( A - X£ ) t(C I- 4 ! e J + dim(4 - XSfV 1 . 

3 

为确定起见,可以认为 mi 彡 m 2 彡…彡 m s . 如果 mj 彡那么， (A—X£YC [A] ej = 0. 
当 t 时,我们有 

(A- A^C^e,- = ((A- 入£)、,(乂一 A£) w ej , … • ， (4 — 入 £) ，一 、） , 


也就是 


dim^^A — \*A\ Gj — uij — t. 

在 W 上算子 (4 - Af ) 是非退化的(定理 1), 所以， 

dim(A - XSYV' = dimV f . 


我们就得到 


n 



( 饥 j 


O + dimF ', 


rrij>t 


从而 


n 


rt +1 



iplj 






t 



rrij>t 


rrij>t-\-l 



( 讯 j 




㈣ 


t ) + 



1 


rrij >t 




rrij >t+l 





iV(t + 1 ， X)+N(t + 2, A) + 






也就是 


r m-l — f'm — (f'm — ^m+l) 

= {iV(m, A) + iV(m + 1 ， A) + •••} — {N(m + 1, A) + N(m + 2, A) + •••} 

=iV(m,A), 

进而,我们得到了最终的公式 

iV(?7l, A) = 1 — 2 ”饥 + ”m+l， ’ (10) 

m 彡 1, r t = rank(.4 — A^)*, ro = n. 


我们要注意, n 是矩阵 4 的不变量(也就是，由矩阵4的相似类确定的数).这就 
意味着，公式 (10) 也就建立了若尔当型矩阵 J 04) 的唯一性. □ 



迄今为止,关于可实现相似 


J ( A ) = C~ X AC 

的矩阵 C 差不多是什么也没讲.但是,现在，因为4和 J 04) 对我们来说都是已知矩 
阵了，就可以利用矩阵方程 

XJ ( A ) -AX = 0 

求出 C = ，关于这个方程可回想定义1中的 iii ) 以及和它等价的 n 2 阶齐次线性方 

程组.设(^，…， CV 是它的一个基础解系.一般说来，并非所有 G 都是非退化矩阵, 
但是，因为若尔当标准型 J ^4) 确实存在,所以(带有不定系数“，…，心的） 

+ • • • + t r Cr) ^ 0 ? 

因此就有复数奶，…，知使得 


dct(o ； iC7i + •. • + otfC/f) ^ 0. 

从而 C = axC ! +…+ cx r C r 就是未知的矩阵.当然,远非这么一种方式可以确定 C , 
甚至可以规范 det C = 1 . 虽然没有原则性困难，但是，用这种方式找出可以实现向 
若尔当基底转化的矩阵 C ,并不太容易实现. 

例 4 满足关系式 S 2 = nS 的 ?2 x n 矩阵 


5 = Eij = 



的极小多项式,显然是⑽⑷ = t 2 - nt , 即 Ai = n, A 2 = 0 分别是 5 的 1 重根和 n - 1 重 
根.其次,因为 ran k S = 1 且 S 不可能是幂零矩阵(极小多项式不幂零)，所以它的若尔 

当标准型就剩下一种可能： J ( S ) = diag(n, 0, ••- ,0) . 这同样是显然的， 因为 P = 

是个投影矩阵.特别地， 几 


就是矩阵方程 
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的一个解. 

6. 化若尔当标准型的其他方法 为了求出矩阵的若尔当标准型和相应的若尔 
当基底，主理想环上的一般模的理论相当有用，已被深入研究的 A - 矩阵方法是上述 
理论的一个变形.尽管这个理论已经普及并且导出了很多其他的重要结论,但它的 
内容是足够令人厌倦的,而且这本教科书也未必能容纳得下.相反，我们紧接着要引 

入的直接的几何方法足够直观且能够推出一个联合定理3和定理4的不变量(例如，见 
参考书[2, 9]). 

于是,设4 : F — F 是个复的线性算子, A 是它的一个特征值.因为对4 的 

若尔当基底就是对于4的若尔当基底,所以，不失一般性,可以认为 , A = 0. 此时，算 
子4就是退化的.包含式 Im ACV 是严格成立的.因而，我们可以对 n = dim F 用 
归纳法.为此目的,我们看,稳定在某个 p 之第 p 项上的序列 

Imj 0 D Imj 1 D Imj 2 D ••• D Im# 一 1 DlmA p = Im A p+1 = …， 


就有 


Im fl Ker = 0， Im f — 1 fi KevA ^ 0. 

对照 §3 的习题 3, F 有不变的子空间的直和分解 

V = Ker ㊉ Im . 

如果 dim Im 少 > 0 , 那么，按归纳法假定,其中的每个被加项都有若尔当基底，把 
它们合并起来就是 V 的一个若尔当基底. 

我们进入了 


F = Ker A p , 

也就是， Ar = o , 而# o 的情形. 

这样一来,绕开具有独立价值的定理3,1 辱到了简化成幂零算子的情形.不求助 
于定理4,我们以下面的方式进入.为了方便，令 

Vi = ImA 1-1 fl Ker A. 


那么, 


Ker ^4 = Vi D V 2 D … D V p ^ 0^ = 0. 

在子空间4中选择基底 ( a 〖; 1 ^ ^ n p ). 因为 Im 所以 

对某个向量 af 成立.我们看向量峙 = 把向量组 4 补充上向量 
组 b } 后扩充成 Fpq 的基底.再找出 bf 1 使得 b } = ^- 2 bf 1 ,看 b } = ^ P - i - 1 ^- 1 , 

然后,把 a! , bj 加上向量共计 n p _2 个向量一起扩充组成子空间 4-2 




的一个基底,依此类推.用一个图来说明这个过程 




a 



a i 


1 

b ) 


4 

1 

4 








• _ • 




# • • 


0 


0 


0 


0 0 


0. 


我们假设图中的向量是线性相 关的: 


E ^ P)a r+E +…+ E 氺 一 1)1 > 疒 + 




+ Y 1 Stet 


0 


( 11 ) 


% 


% 


攀 

3 


t 


把算子， - i 作用到 (11), 即得 结果: 


E 


= 0 , 


% 


从而,我们有 


(P) 


a] J =0 ， 1 ^ i ^ n p . 


现在,再把算子 a - 2 用于(11)，我们得到 


E 


% 


巧 ' 1 d”b 


w 

3 


o , 


按照向量的选择,可得出= 0 = 

关系式.另一方面，图中向量的总个数等于 


m 

3 


- 1 ) 


. 继续这个过程就可推岀 (11) 是个平凡 


㈣ 



I 刚+ 


• •參 




pn p + (p- l)n p _i + 


争參# 


+ |{et}| 


+ 2ri2 + rii 


(ni + 


_ •參 


+ 几 p ) + (几2 + 


攀參 _ 


+ n p ) + 


♦ # ♦ 


+ (几 p — 1 +几 p ) +几 



dim Vi + dim V 2 + 


# • _ 


+ dim Vp-i + dim V p 


p 


- 1 


fl Ker A) 




^2 (dim Ker ^ 


dim Ker A 


i-l 


dim Ker A p 


dim V 



子 


(关于这个等式,参见§2的习题 7). 

这样一来，图中的向量就组成了空间 F 的一个基底，而且按其构作方法,它是个 
若尔当基底. 

谈到关于若尔当标准型唯一性的论断,那么，在第 5 目的表达式中，我们有 

iV(m, 0) = dim V m — dim V m+ i 

=(dim Ker A m — dim Ker A 171-1 ) — (dim Ker v 4 m + 1 — dim Ker A m ) 

= 2 dim Ker A m — dim Ker A 171-1 — dim Ker A 171 ^ 1 
=rank v 4 m_1 — 2 rank A m + rank v 4 m + 1 = r m _i — 2 r m + r m + i , 

而这个数,正如我们知道的，它是个不变量. 

7 . 其他的标准型 在这一目，我们简要地叙述矩阵的一些另外的标准型，特别 
地,它们适用于不是代数封闭域的情形. 

i ) 循环矩阵和循环块. 回忆定义 3, 域只上 n 维空间 F 称为是对于线性算子 4 : 
V V 是循环的，如果在 V 中有一 - 个向量 v ,使得 



而且 系数％ e 只是唯一确 定的. 所以，线性算子4在这个基底之下对应的就是被称 
为循 环块的 矩阵，形如 


ol u —\ 1 0 • • • 0 0 \ 

^n— 2 0 1 ••- 0 0 I 

.• (12) 

0 0 . •. Oil 

a 0 0 0 ••- 0 0 y 

相反：如果算子 4 在基底 ( ei ， … ， e n ) 之下的矩阵是个循环块,那么 ， v = e n 就是循 
环的向量，而且 q = A^en (对 i 往下面归纳). 

我们指出，4对应的循环块的形状与初始的循环向量的选择没有关系.之所以 
可以充分相信这一点,在于块 (12) 的第1列是由4的极小多项式，即 



71—1 

AU ⑷= f (t) = t n — E 
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的系数组成的. 

事实上， f ( A ) = 0 ,从而 


/( 聯〜] =/[/(♦] = 0, 

而诸向量 Wv 生成 F . 另一方面,对于任意次数< n 的多项式 〆 t ) , g ( A ) + O ,因为, 
若不然，可把算子 〆 4) = 0作用到循环向量 v 上，我们就得到基底向量 Wv 之间的 
一个非平凡的线性关系式. 

ii ) 空间的循环度. 对照前面的研究，如果空间 F 对于线性算子4是循环的，那 
么，它的维数等于算子4的极小多项式的次数.可见，极小多项式与特征多项式是一 
致的.反之亦然(见§3的习题 4). 

iii ) 任意线性算子在适当的基底之下的矩阵可以表成循环块的直和. 这个证 

明可归结为类似于有关若尔当标准型定理的证明.我们应该研究特征多项式的因 
子仍⑴'其中仍⑴是域只上的不可约多项式,来代替原来特征多项式的因子 
如果限制条件，在所有循环块的极小多项式都不可约的时候，唯一性定理同样也是 
成立.没有这个限制条件,唯一性定理就不对了：循环的空间可以是两个极小多项式 
互素的子空间的直和. 


习 题 

〆 

1. 运用例4的矩阵5和对 J 0 S ) 的表达式，计算出矩阵 



的行列式，并把它写成 det A = x s (m + 1) 形式. 
2. 精确到相似，下列矩阵 


Ai = J 2 (0)+Ji(0)+Ji(0), A 2 = J2(0)+J 2 ⑼, 

乂 3 = ^3(0) + Jl(0), A 4 = J4(0). 


就穷尽了所有的非零的 4X4 阶的幂零矩阵.矩阵 








显然都是幂零的，它们各相似于哪个 a ? 

3. (1) 已知道 xa ⑷ = ( t - 3) 4 ( t - h 2) 且 rankM - 35) = 2 ,求出 ; 
(2) 在 rank ^ A - 35) = 1,3,4的情形，能唯一地复原 J ( Z ) 吗？ 
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第 2 章线性算子 


4 .⑴指明，矩阵 



有相同的特征多项式； 

♦ 

(2) 求出⑷和 Ms ⑷； 

(3) 求出 J ( A ) 和 J ( B ). 

5. 设域只的特征数为零， A 是戾上 n x n 矩阵.证明， A 只有在 tr ( A fc ) = 0, l < fc < n 时，才 
能幂零. 

6. 证明，矩阵 A e M n ( C ) 与恒 共扼. 

7. 对于矩阵 AeMn ( C ) ，关系式乂# =五成立，当且仅当， A 可以对角化同时它的特征值都 
AN 次单位根. 

8. 直接验证，矩阵 

( 12 0、 

0 1 2 G Mag 3 ( Q ) , 

2 0 

但 A 2 0 Mag 3 ( Q ) ,也就是说，不同于半幻方(见第1章§2习题 10), 幻方不构成一个环.更令人感到 
意外的是下面的命题： 

如果 A G Mag 3 ( Q ) , 那么，对任意奇数 m 彡 1 都有 G Mag 3 ( Q ) • 

. 根据哈密顿-凯莱定理证明这一论断. 

9. 验证，对任意 m 彡2 ,矩阵都不是一个幻方，其中 


A = 




e Mag 4 ( Q ). 


利用矩阵 A ,证明，对所有的 n 彡4 , 都有 一 个 n x n 阶的幻方矩阵，而它的 m 次幕 ( m 彡2 ) 却不 
是幻方矩阵. 


10 . 把矩阵 A = Ji ( A )4- J 2 ( m ) , 写成4 = S-hN 的样子，其中 S = diag ( A ,/ x , M ). 更 


详细地: 



A = 




把 S 和 N 写成 A 的多项式 s (4) 和 n ( A ) 形式(按照哈密顿-凯莱定理，可计算出， deg s ⑷ < 2, 
deg n ( t ) < 2 ;照惯例， A 0 — E ). 

11. 设 V 是个复的 n 维空间， Z 是 V 上的线性算子.证明， Z 允许唯一地表达成 


+ SM = MS , 
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其中 < S 是可对角化的，而 AT 是一个幂零线性算子，同时， S 和 M 都可以表达成 Z 的多项式形式 GS 
被称为半 单的， 而 A /* 被称为是算子 Z 的复 幂零算子). 

12. 对任意 ft 然数 fc , 计算出 （ Jn ( A)) fc . 

13. 证明，对任意三个矩阵 e m 2 ( 只)，必有 [[ x , y ] 2 , z ] = o ,这里的 [ x , y ] = xy - 
YX 是矩阵的换位子. 



第 3 章带有纯量乘积的向量空间 


在第1章，我们阐述了双线性型理论，某种程度上，就是为了可以把一般的线性 
空间转换到内容更加丰富多彩，甚至可以说是更为熟悉的结构——度量空间.回想 
一下，我们在 3 维几何中的丰富成果，很大程度上，是以向量代数的两个补充概念为 
前提的，它们是向量的长度和两个向量之间的夹角.把与基础域关系不大的线性的 
纯粹定性性质转化到向量空间对象之间的定量的关系，要求我们把精力实质上集中 
到两个纯量域 R 和 C 上.由于本身的重要性，也由于研究新的形式的需要，复向量的 
几何得到了特殊的讨论. 

§1欧几里得向量空间 


1. 直观理解与定义 两个向量的纯量积在空间 R 2 和 R 3 的解析几何中起了重 
要的作用.这种纯量积是作为这些向量的长度以及它们之间的夹角的余弦的乘积引 
进 来的. 在给定的直角坐标系，向量 X = Xiei + X 2^2 +…+ ^3^3的长度 || x || 按公式 



定义. 所以，对任意 X / 0 都有 ||x|| > 0 • 长度的平方 ||x || 2 = xf + X2 + xl 可以解释成 
正定二次型的值.与其配极的对称的双线性型(*|*)，用到任意两个向量 x,y e R 3 上, 
即可与数(或纯量 )( x | y ) =町扒+ X 2 y2 + XSV3 相提并论.设 w = ( xTy ) 是向量 X 和 y 之 
间的夹角 ， z = y - x 是它们的差(图 3). 把通常初等几何学中的余弦公式应用到以 X ， 
y ， z 为边的三角形上，可以导出 

l z l| 2 = ll x l| 2 + l|y|| 2 -2||x|| ||y|| cosip . 

另一方面，利用型(*|*)的双线性性和对称性，我们可以得到 ||z|| 2 = ||y — x|| 2 = (y - 


欧几里得向置空间 
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x |y - x ) = ||xf + || y | f 2 - 2( x | y ). 比较 || z || 2 的两个表达式，得到 


( x | y ) = || x || || y || cos ( p , 



图 3 


即纯量 ( x | y ) 与通常的向量 x ， y 的纯量乘积一致.这种观察提示一种合理的方式来引 
进1^中向量间的纯量 乘积： 

n 

( x ly ) = X ⑴ 

i=l 

• ♦ 

但是，这个定义让人感到包含某些个人意愿，即与基底的选择有关系，为了排除 
这一点，我们引入下面一般的 

定义 1 实的向量空间 F 带有一个指定的对称的双线性型 (x ， y) h (x|y) , 
它对应的二次型 xh(x|x) (或简单地， (x|x) ) 是正定的，就称空间 F 是一个欧几 

里得向量空间. 

在一般情况下，对称双线性型(*|*)在向量 x，y G F 处的值 ( x | y ) 被称为是它们 
的纯量积.我们用符号 ( x | y ) 代替通常的 /( x ， y ). 有责任强调这样一个事实，就是在 
二次型的无数的集合中分出一个来使它成为定义欧几里得空间的基础.因为我们准 
备借助 ( x | y ) 导入长度和夹角的概念，所以，可将在这种并非单值情形获得的东西与 
度量直线上的线段时比例的选择的随意性相比较.经常把纯量乘积表达成 ( x ， y ) 或 
者 〈 x ， y 〉• 但是，我们已经有简单的向量对 ( x ， y ) (笛卡儿积 F x F 的元素)，而 〈 x ， y 〉 

又是 x ， y 生成的子 空间. 将来，我们把双线性型(*|*)作为空间 £ 2 ( F ， R ) 和它在任意 
向量 x ， y 处的值 ( x | y ) 等同起来. 

这就是说，按定义1，欧几里得空间是一个对 (F , (*|*))，其中 F 是 R 上的向量空 

间，而(*|*)是 F 上一个固定的对称的双线性型.我们再一次把纯量乘积的基本性质 
列出来： 

i ) ( x | y ) = ( y | x ), Vx,y G F ; 

ii) (ax + /?y|z) = a(x|z) + /?(y|z), Va, ^ G M; 

iii) (x|x) >0, Vx / 0 ((0|x) = 0). 

关系式 (1) 所给的纯量乘积(称它为标准纯量积)，显然满足这些性质且适合一般 
定义.换言之，后者的意义更广泛. 

例1设 F = P n 是次数< n - 1的实多项式的向量空间，对任意两个向量(多项 
式) /，0 F ， 数 

( f \ g )= f f ( t ) g ( t)dt 


a 


( 2 ) 
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伽，&]是 R 上一个固定的区间)同样给出 VO ： 的一个向量间的纯量乘积，这很容易从 
定积分的性质看出来.并没有把纯量乘积充分地用自然基底1,《，…，尸- 1 的术语表 
达.应当注意，纯量乘积是用关系式 (2) 在连续函数(在区间 [ a ，&] 上)的无穷维向量空 
间 C ( a ，&) 上给岀的.相对应的无穷维欧几里得空间用符号0 2 (0)代表 • 

2. 基本的度量概念设 F 是个带有纯量乘积 ( x | y ) 的欧几里得空间. 

定义 2称非负实数 

IMI = ⑶ 


是任意向量 V e F 的长度或模 

因为 ( v | v ) > 0，所以任意向量 v 的长度都是完全确定的.而且 V / 0 4 || v || > 0. 
如果 A e R ;那么 || Av || = ^( AvlAv ) = |入| • || v ||. 

在此处，我们要注意，欧几里得向量空间 V 的任意一个子空间 C / 本身也是个欧 
几里得向量空间，因为纯量乘积 ( x | y ) 在 C / 上导出的限制定义了 17 x — R 的双线性 
函数.显然，它保存了对称性和正定性.特别地，域 R 本身可以被看成是个1维的实的 
向量空间，在它上面，向量的长度和通常实数的绝对值一致.在一般情形，我们用 | * | 
和||*||区分 它们. 

称长度为1的向量是标 准的. 任意向量 x # 0,把它乘上适当的数，就可以标准化 

了. 即 ，对 x 7 = 」一 X . 我们有 

X 


|x，| 





| x | 


在进入两个向量之间的夹角之前,我们再次转向纯量乘积的性质 iii ). 

定理 1( 柯西-布尼亚科夫斯基不等式） 欧几里得空间中，对任意向量 x ， y ， 


不等式 


|( x | y )| ^ || x || || y || 


⑷ 


都成立. 


证明 由纯量乘积的正定性(性质 iii )) 得到 


A 2 ( x | x ) 


2 A ( x | y ) + ( y | y ) 


(Ax 


y 


Ax 


y ) ^ o , 


⑹ 


其中 A 是任意实数. 

固定向量 x，y G ^ ,我们把 (5) 的左侧看成是二次三项式/，因为对任意 

数入 G R 都有 /( A ) > 0，所以，它的判别式 D (/) = (2( x | y )) 2 -4( x | x )( y | y ) 应当满 
足不等式乃(/)<0,从而有 


( x | y ) 2 < ( x | x ) • ( y | y ). (6) 

把⑹两侧的非负的平方数和 (3) 的向量长度所用的定义联系到一起,我们就得到不等 
式(4)，其左侧是个纯量 ( x | y ) 的绝 对值. □ 



§1 欧几里得向量空间 
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说明 如果 |( x | y )| = || x || || y || ，那么 D (/) = 0,即二次三项式/只有一个根 Ao . 对 
照 (5) 有 (Aox - y | A 0 x - y ) = 0 ,从而 y = A 0 x . 所以，只有是共线的(成比例的)向量， 
它们的纯量积的绝对值才能等于它们的长度的乘积. 

例 2应用到标准纯量乘积 (1) 和空间 C 2 ( a ，&) 上的纯量积上，不等式 (4) 就变成 



i=i 



和相应的 







不等式 (8) 在数学分析中起着重要 作用. 
柯西-布尼亚科夫斯基不等式意味着 


⑺ 


⑻ 



( x | y ) 

WTW 




由此可见,关系式 ( x | y )/(|| x || • || y ||) 是一个完全确定的角 p 的 余弦: 


COS(f = 


( x | y ) 

fRTM ， 


0 ^ (f ^7T. 


⑼ 


也就是说，这个角^，按定义，可以看成是向量 X 和 y 之间的夹角. 

定义3 如果向量 X ， y 之间的夹角为 tt /2, 也就是 ( x | y ) = 0, 那么，就说它们是正 
交的(表示成 x 丄 y ). 

零向量正交于每个向量 x e F . 还应注意 


x 丄 y ||x + y|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 

(毕达哥拉斯定理)，而且这个初等几何命题是纯量乘积性质公式的一个推论.关于两 
两正交的向量 x, y,z,u, • • • 的命题,更一般些，是 

||x + y + z + u+ … . || 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + ||u|| 2 + • • •. 

命题的实质是验证，恒有 


l | x || = || y || (x + y)_L(x-y) 

(菱形的两个对角线相交成直角). 

由定理1可以推出 

推论(三角不等式） 向量 x , y 与 x + y 的长度可用不等式 


||x±y|| ^ ||x|| + ||y|| 


(10) 
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联系在一起. 

I 

证明 实际上，用不等式(4)，可得到 

|| x ± y || 2 = || x || 2 + || y || 2 ± 2( x | y ) ^ || x || 2 + || y [| 2 + 2|( x | y )| 

< l | x || 2 + || y || 2 + 2|| X | Hy || = (|| X || + || y ||) 2 . □ 

例 3在函数空间 C 2 ( M ) 中不等式 (10) 变成形如 

\JJ ( f ⑷土 g ( ty> 2 dt ( 」 j f ( t) 2 dt + ]JJ g ( t) 2 dt 

(闵可夫斯基不等式). 

3. 正交化过程 在带有纯量乘积的标准向量空间 R n 中，向量 q = (0, ... ，1，… 0) 
S = 1，…， n 两两正交而且作成一个基底.自然地期待，在任意的欧几里得向量空间 F 
中都能选出具有类似性质的基底.为准确地说明这一点，我们要有 

定义 4欧几里得向量空间 F 的基底 ( ei ，…， en ) 被称为是正 交的， 如果，当 i / j 
时， （ e d e j ) = 0 , = 1,2,…， n . 进一步，如果当 j = 1,2 ,…， n 时总有 (ej le )) = 1 , 

那么，称这个基底是个 标准正交基底 (或者规 格化的正交基底). 

换言之，在标准正交基底中所有的向量^都具有单位长度.由每个正交基底都 
可以得到一个标准正交基底，只要将每个向量仏标准化. 

我们指出下面的几乎是明显的事实. 

定理 2任意非零的相互正交的向量 ei ，…， e m e F 都是线性无关的.如果， 
在此基础上还有 dim = n 同时 m = n , 那么，向量组在1/中构成一个标准正 
交基底. 

证明 第二个断言可由第一个断言推 出来; 现在就来证明第一个.设 

<^1^1 + OL2G2 + - h o; m e m = 0 

是向量 ei ，…， e m 之间的一个非平凡的线性关系式.再设，比如，％ / 0. 用在该 
等式的两侧做纯量乘积，得 

0 = (0| e fc ) = (aiei + . • • + a m e m | e fc ) 

— ^-1 (®1 |®fc) + . . • + CX^k |®fc) + • • • + = l^fc) ? 

因为，按条件 i / fc 时， ( e ,| e fc ) = 0 . 另一方面， ( e fc | e fc ) / 0 ，于是，我们推得结论， 
a k =0 . 得到的矛盾证明了定理. 口 

定理2的结论要在已有一个固定的正交基底的结构时才可以应用，但应该及早建 
立它的存在性. 

定理 3在任意 n 维欧几里得空间 F 中都必存在一个标准正交基 底. 

证明 F 上的二次型 y 

g ( x ) = ( x | x ) = || x || 2 




欧几里得向 撤空间 _ ^ 

是正定的.所以对于 a 像对所有其他正定型一样(见第1章§4第8目)，存在 F 的基 
底 (ei ，… , e n ), 在这个基底之下，9可以表成标准型 ^ 

g(X) = x\ + ^2 + * * * + 

(x = xiei +…+ x n e n ). 任意向量 x 和 y 的纯量乘积就是⑴ . 但是，这就意味 

着(％|巧） == 心，也就是说， （ ex ，…， e n ) 是一个标准正交基底(在给定的情形，更准确 
地说，规格化正交基底). □ 

注意，在标准正交基底之下，向量 x 的坐标等于用相应的基底向量与 x 作的纯量 
乘积： 

( x | ei ) = Xi (10’) 

定义5 称纯量乘积 ( x | e ) 是向量 x 在直线 〈 e〉 R 上的 投影， 其中 e 是个长度 
为1的向量. ^ 

] i ^ . 

这样一来，我桁可以说，向量 X 在标准正交基底 ( ei ，…， e n ) 之下的坐标与 X 在坐 
标轴 〈 q 〉 R 上的投影是一致的.借助于通常称之为格拉姆-施密特正交化&程，可以 
实现标准正交基底的具体构作，这个方法在分析学和几何学的很多不同的问题中都 
会遇到.我们先要注意到，与给定的向量 v 正交的所有向量的集合是一个子空尚，可 

称为是 V 的正交补.事实上，如果 X 丄 v ， y 丄 V ，即 ( x | v ) = ( y | v ) = 0,那么，就有 

(ax + /?y|v) = a(x|v ) 十 /?(y|v) = 0,Va,^ G M. 

同样可以说，向量 v 正交于子空间 [/ C F , 如果 v 丄 u , Vu G C / . 显然， v 丄 [/分 v 丄 ei , 

i = l，2 r -，m ， 其中， ，…， em 是的基底的向量. 

最后，我们引入 

< • . * 

定义6所有的正交于子空间 C V "的向量 X e V "的集合是一个子空间（由于条 

件 X 丄的线性性质)，记为 [7 丄，称它是 [7 的正交补. 

. « 

定理 4 ( 正交化过程）设 ei ，•.. ， e m 是71 维欧几里得向量空间 F 中的一组 m 个线 
性无关的向量.那么，存在一个正交向量组 <，…， 使得线性包络 A =〈 ei ，…， ei 〉 
和 L ; = 〈 e ’! ，…， e ;〉 当 i = 1，2,…， m 时都重合, m 彡 n • 

证明把 ei 取成 A ei ，其中 A = lleiT 1 . 因为，心 = 〈 e :〉 = 〈 e ;〉 ^ I ; ，这就给 
出了命题当 m = 1的 情形： 设，当1彡 fc < m 的情形，已经构建出了所需要的向量 
组 e ;， …， e f k 、Li = = 1，2,…， fc ) • 我们来指明如何找出 < +1 . 

向量 e fc +1 不包含在^ %中(否则， e fc +1 可用 ei ，…， efc 线性表示)，所以， 

Lk+i = 〈 ey ， e fc ， v 〉 ，其中， 

. 

« 

■ 

. V 、 

9 * 

k 

v = e k ^ 1 -^ p \ i e / i , 
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而入1，…, Afc 是任意纯量.我们力求选好\使得 v 与正交.要做到这一点，正如 
我们已经知道的，充分而且必要地满足条件 


0 




( v |<-) 




( efc + i | el -) 


乞 ㈣ e ; 


Z =1 


• v 

(efc+i|e;) - A^e-le^) 




( efc + i | e ；) 




3 




1， 




•、k 


i—1 


这样一来，取入, 


( e fc + i | e ；-) 就得到了 v # 0 正交于 • 设 < +1 


/iV , /i 


IMr 1 ， 


我们就得到了标准正交组 
向量组 ei ， …， e 。 


e 


/ 


… ， e fc+i 


而且 Lfc 


+i 




fc+i 


. 最后，就得到所要求的 


□ 


推论 欧几里得向量空间 f 中所有的标准正交向量组都可以扩充成标准 


正交基底. 


证明 按照第1章§2的定理3,据条件，已有的标准正交组 ei ，…， e 


m 


可以扩充成 


基底 ei ， …, e 爪 ， e m +i ，•’ . ， e 

以不触及前面的 m 个向量. 


71 


对于这个基底，利用定理4中论述的正交化过程，可 


□ 


运用一个很接近前述定理的正交过程的手法可以证明下面的论断. 

♦ 

定理 5 设 L 是有限维欧几里得向量空间 F 的一个子空间， L 丄是它的正交补， 


那么， 


V 


L©L 丄， 


L 


丄丄 


L . 


(11) 


证明 我们在 L 中取任意一个标准正交基底 ( ei ，• •.， em ) •设 w e y • 知向量 


m 


V = W 


^2 ( w i e O e ^- 


m 


因为 ( v | ej ) 




( w l e j ) 


^( w | e i )( e i | e j ) 


(wjej 


( wl %) 


( w ^) 


o；i 


z= 


m 


1，2, 


m ， 所以，向量 v 正交于子空间 I . 这意 



, w 


U + V ， 其中 u 


X^(w|ei)ei 


G 


L 而 v e lA . 也就是 ， F 


L + Li • 


i=l 


设 X eLnL 丄， 因为 X e L ， 所以 ( x | L ) = o . 但是，特别地 ， x e [夂所以 ( x | x ) 




0, 


从而 x =0. 从而 ， F 


HI 2 ,; 

导致 w 
而 ( L |[ 


由分解式 w = u 

，类似地， (w|v) 


=L © L 丄是 直和. 
u + v (u e L,v e L 1 -) 得到 (w|u) 


|v 


i L, v G L 1 -) 得到 (w|u) = (u + v|u) 

• 现在，如果 W e L ± J -, 那么， (w|v) 




(u|u) + (v|u) 

0 且 | M | 2 = 




可见， C L. 其次，因为 Lii 


(^) 



w|v) = 0 且 ||v|| = 0 , 

是正交于 Li 的子空间， 





0,故 L G L 丄丄. 从而 L 丄丄 


L . 


□ 


4. 欧几里得向量空间的同构 我们看到了，在欧几里得向量空间中选择一个标 
准正交基底就给出了把纯量乘积 ( x | y ) 记成标准型⑴的可能性.这个事实实际上意味 
着向量空间 F 和就其自己度量性质来说是没有差别的.更精确的命题可以表述成 
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定理 6任意两个维数相同的欧几里得向量空间 FW 都是同构的.意思就是， 
存在向量空间的同构映射/ : F — F /( 见第 1 章 §2 第 3 目中的定 义)， 它还保持纯量乘 
积，即 


(x|y) = (/(x)|/(y)) / 


( 12 ) 


((* l * y 是1^上的纯量乘积). 

证明研究 V "的一个标准正交基底 ( ex ， • •. ， e n ) 与 r 的某个标准正交基底«， • _ • ， 
O . 对应 

f •• x = xiei H - h x n e n = xie [ H - h x n e ! n , 

显然是个双射.如同在第 1 章 §2 第 3 目的定理 5 的情况一样,可以直接确认,/是向量空 
间的同构映射.因为在 V 和 W 中计算纯量乘积 ( x | y ) 和(/| 〆 )/都是按着同一个公 
式⑴进行(鉴于基底的选择)，所以，欧几里得向量空间同构的条件( I 2 )同样得到 

了满足. 口 

刚刚证明的这个定理允许用7中向量作用与7上纯量乘积术语描述的任何命题 
转换成几何语言.反过来，对于空间 R 2 和 R 3 中的度量定理应该在所有的维数< 3的欧 
几里得向量空间 F 上保持正确. 

还有一种涉及同构的说法，即按第1章§3的思想研究与欧几里得向量空间 V 共 
轭(对偶)的空间 P . 

显然，在固定任意一个向量 V G y 的情况下，映射伞 ： Xh (v|x) 决定了一个 
线 性型： 


<^ v = (v|*) : F R 9 

也就是说， (v|*) G V *. 

定理 7 映 射伞： v h ( v |*) = <^ v 是向量空间 F 到 F* 的自然 同构. 在这个 
同构之下，欧几里得向量空间 F 的标准正交基底⑷ ，…， e n ) MV * 中与其对偶的基 

底 / l ，…， / n 相 匹配. 

证明因为纯量乘积 (v|x) 对 V 是线性的，所以映射伞也是线性的： 

伞 (mi+/3v) = (au+^v|*) = a(u|*) + /3(v|*) = a 伞 u + /? 伞 v . 

其次 ， Ker 伞 = 0,因为 v G Ker (v|x) : = 0, Vx G F ， 且，特别地， (v|v) = 

0 => v = 0. 

作为空间 V* 的任意元素，线性型 (v|*) —定可以由向量空间 F* 的对偶于基底 ㈣) 
的基底 e 1 ， …, e n G 线性 表示. 特另 1 J 地 


^Gi ~ ~ > ^ij ^ 5 f 二 1 ， •… ，几. 
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因为 (句， •••，〜） 是标准正交基底，所以 

n n 

a ij = a ^ S jk = ^ a ike k (ej) = (ei|ej) = (%， 

k=l k=l 

于是有 

( e ^ l *) = e \ (13) 

这就给出了伞的满射性，进而，给出了伞的双 射性. 与此同时，关系式 (13) 建立了定 
理断言的结论的正确性. 

这就是说， 在欧几里得向量空间 F 中每个向量 v e F 都可以看成是一个线 

性型 V : 在这样的等同的关系之下， F 的标准正交基底就是自己的固有的 

对偶(相互) 基底. 在研究线性算子的时候，我们要使用自然同构(将它与通常的向量 
空间同构 F 1 F ** 做比较).如果在 F * 上按规则 

(( u |*) l ( v |*))* ( u | v ), 

定义纯量乘积，同构映射伞可以看成定理6意义下的一种度量，所有的关于纯量乘积 
的公理都满足(请验证一下). 

5. 标准正交基底与正交矩阵 在欧几里得向量空间 K 中标准正交基底起着重 
要作用，从而自然地要研究从一个标准正交基底 ( ei ，…， e n ) 到另一个标准正交基 
底(4,…，<)的转换公式.一如既往，记 

e 〜 =+ d2j^2 + •. • + anj e n , 1 彡 j •彡 n ， (14) 

我们就得到一个转换矩阵 4 = (叫） ， 在它的第 fc 列上排列着对于基底 ( ei ， …， e n ) 

的 坐标. 到现在为止，我们只是又把第1章§ 2 的公式 (3) 再写了出来，且在义上有唯 一 

的一个限制 det A ^ O . 现在利用基底的标准正交 性质： 

♦ 

3ij = ( e i\ e j) = : afciefc I djj 6/^ ^ a ki a lj (^fc 1^/) = > : ^ki^kj • 


(15) 


(16) 


(16，) 


k 


I 



k，l 


k 


也就是 


+ 0^2i0^2j + • • • + 


0， Wj ， 




J . 


联系到转置矩阵 U ，关系式 (14)( 或 (15)) 可以再写成简捷形式 


A - A 




E . 


从而有 1 • 因为 = E=^A A ~ 1 = E y 所以又有 


A f A 


E , 
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它可以导出关系式 

f 0, S / j ， 

"f" ^i2^j2 + • • • ^ ^in^jn = \ 

M = j . 


(15，) 


定义 7 满足等价条件 ( l 5 ), (150, (16), (160 之一的矩阵 4 = ( aij ) 即称之 为正交 
矩阵. 所有的 n 阶正交矩阵的集合用符号 O ( n ) 表示. 

可以直接验证(而且我们还会返回到它上)， 0( n ) 是个群，称它为正交群.现在, 
如果4是任意一个正交矩阵，那么，由标准正交基底 ( ei ，…， e n ) 按公式 (14) 得到的 
向量组 ( ei ， •••，<)同样也是标准正交基底. 

我们得到下列重要结论 

定理8由一个标准正交基底向另一个标准正交基底的转换矩阵是正交矩阵，而 
且， 所有的正交矩阵都可以是这种转换矩阵. 

注意，由公式 (14) 和向量的标准正交性可以得到正交矩阵4的元素叫的几何解 
释.就是 


0>ij = ) — COS (pij , (17) 

其中是原来的基底向量 q 和新的基底向量< 之间的夹角.把等式 (16) 转化成行 
列式，还可以得到 (det 乂) 2 = 1，即，所有的正交矩阵的行列式为+1或 -1. 

由第1章§2我们熟悉了向量 ve F 在基底转换时坐标的表示规则.如果 x = 

x ， i e ， i ，那么 

# # 

% % 

~ 〉: ( HjXj ， 

9 

3 

但是，现在还进一步知道 1 y 4 ，所以 

x 'i ~ a j i x 3 ? 

3 

6. 辛空间纯量乘积的概念是“多面孔的”.如，在 F = R 2m 土任 意一个 非退化 
的斜对称的双线性型就给出一个 辛线性结构. 二次型本身，常常表成 [ x | y ] ，仍然被 
称为是 辛纯量乘积. 对 (y , [*|*])被称为辛空间.对照第1章§4的定理9,不失一般性， 
可以把辛结构认为是标准的(相对于 J 或 Jo ). 应的基底 称为辛基底. 我们提到过的 
定理9的推论有另外一种说法： 所有的维数相同的辛空间都是同构的. 

如同在欧几里得空间 一样， 很自然地也可以研究 F 上的保持辛结构的线性算子. 

定义 8称线性算子4 : 为辛算子， 如果 



[^tx|^ly] = [x|y] Vx, y G F = R 2m . 
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空间 F 上所有辛线性算子的集合称为辛群且用符号 Sp (2 m ):= Sp(y ) 代表.乂属 
于 Sp (2 m ) 的条件的矩阵形式可写成 


U • J 0 • ^ 




Jo 


0 


Em 




Em 0 


这时，称乂是个辛 矩阵. 由此得岀 det 乂 

理 8 (第1章§ 4 的第10目)直接计算 岀来： 


士 1. 事实上 ， det 乂 


,这可以由定 


Pf ( Jo ) 




P 心 • J 0 . 义) 


(det ^) Pf ( Jo ) 


det A. 


直接验证就容易确信,集合 Sp (2 m ) 实际上是个群，也就是相对于通常的运算 (A 


B ) 


AB,A 


— > 


A - 1 是封闭的. 


当 


m 


1曰寸,有同构 Sp (2) 


r^j 


SL (2, R ) • 实际上，对任意 a , 久7/，由条件 


a (3 


7 


0 



0 


a (3 


7 



0 


(aS 


h ) 


o 


aS 




o 


0 


可以得到 w 


Pi 


在第 5 目，我们已经看到，正交群的元素与欧几里得向量空间的标准正交基底一 


对应. 类似地，线性算子乂： R 2m 


— > 


R 2 


m 


是辛算子，当且仅当，它在辛空间上导岀 


辛基底(并且，对任意两个辛基底都能找到一个算子,它把一个变成另外一个) 
^正如我们要指岀的，辛算子(辛矩阵)的谱具有一系列有趣的 特性： 


定理 9蕴涵式 


乂 G Sp (2 m ) XA ( t ) 


2 m 


XA 


G) 


成立. 


特征多项式 xz ( t ) 的根可以分成四个一组(或者成对)，它们有序地以实轴对称并 


且以单位圆周对称. 

换言之, XA(t) 


2m 


YM 是个递归多项 式：叫 


^2m—z? 


1，2, 


♦ • 


i=l 


证明设 4是算子乂的矩阵.由定义的关系式 * A / 0 ^4 

JqAJq . 可见， 


Jo 有 M 


JoAJq 


XA(t) = det(tE - A) = det(J 0 (tE- A)^ 1 ) = det(tE - JoAJ^ 1 ) 

=det (tE - U -1 ) = det C(tE - A- 1 )) = det (tE - A~ x ) 

=det (tE - A- 1 ) det A = det(tA — E) = det(E - tA) 
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= t 2m det 



t 2m XA 



我们看到，与辛线性算子乂的特征值 A —起, A - 1 也同样是个特征值.此外，; u (0 G 
R[t] , 与多项式; u ⑷的复根 A —起， X 也是它的一个根.每个根 A ， 如果 |A| 笋 1, 
ImA ^ 0, 就确定了四个根 A , A , 1/A , 1/A ,得四根组(图 4). 在破坏了条件其中 
之一^时，就得到一^ 对根. □ 



有时,对带有标准结构 Jo : 


[ x | y ] 




• i=l 

的辛空间 F 引入相对照的欧几里得结构: 


2m 

(x|y) = Yl Xkyk 

k=l 

(尽管与 Jo 的联系并不规范，即所用的方式取决于坐标系的选择). 

对于 [X|y] ，如同对任意的双线性型(见§3)，可以找到一个线性算子 J ,使得 

[x|y] =( 物 ) • 

[ x | y ] 的斜对称性导致算子7 &斜对称性.事实上，在选定的基底之下，它们的 
矩阵就是 Jo . 显然 , J e Sp ⑺且 J 2 = - f . 直接可以看岀来算子 J 能够表示成把每 
个辛(双曲)平面转 7 T /2角的 旋转. 

我们称一个平面 n e y 是零 平面， 如果 [n|n] = 0 ,也就是对任意 x, yen, 
[ x | y ] = o (斜正交性).由 7 的定义推知，平面 n 是个零平面，当且仅当，平面 n 与^ 
(n ) 在欧几里得意义之下正交.因为^是个非退化的算子，所以 dim n = dim J(n), 
因此，在 V = R 2 m 中零平面的维数不超过 m . 

满足条件 f 的算子 J 给岀了辛空间中引入复结构的可能性.在这个前提 
下的一些应该理解的东西将在§4中加以解释. 
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习 题 

1. 在所有次数<3的多项式空间 P 3 中，对于由公式 (/| p ) = 给定的纯量乘积(公 

式 (2) 的特殊情形)，向量1和向量 f 是正交的. 找出： 

(1) 子空间 〈 M 〉 i ; 

(2) 爲的一个标准正交基底. 

2. 设 ( V ，（*|*)) 是3维欧几里得向量空间，对任意 xe V ， || x || 2 = ( x | x ) = 3 x 1 + 2 x \ + x 2 3 - 
AxiX 2 — 2 x x xs + 2 X 2^3 (验证，这个二次型是正定的)，试找出： 

(1) 向量 x = [ l , l ， l]，y = [2,2，1]之间的夹角 a ; 

(2) 所有与 x 正交的向量. 

3. 运用格拉姆-施密特正交化过程证明，任意一个非退化矩阵 A = ( aij ) e M n ( E ) 都可以写 

成乘积 A = 的形式， B 是正交矩阵， C 是上三角形矩阵，且士 det A ^det C . 

4. 把集合 M n ( IR ) 看成是带有标准纯量乘积的欧几里得空间，维数为 n 2 . 它包含一个正交矩 
阵群 O ( n ) ， 每个矩阵决定了 n(n + l )/2 个关系式 (15) 或 (15') ( O ( n ) 就是正交群).这样一来，可 
以把 O ( n ) 当成一个 n 2 — n(n + l )/2 = n ( n - l )/2 = dimo ( n ) 维的“代数 流形” ，其中 o ( n ) 是 n 阶 
斜对称矩阵的向量空间.在 O ( n ) 和 o ( n ) 之间自然地产生了一个相当好的对应关系，凯莱变换 

K 二 {E — A)~\E + A )， A ^( E - Ky^E + K ), (18) 

就是这种对应的一个例子. 

需要证明，如果 A e 0( n ) , det (五 - A ) ^ 0 , 那么尺 e o ( n ). 反之，验证，每个矩阵 K 6 

o ( n ) 都对应一个1多 Spec ( A ) 的矩阵 A . 在上述提出的“代数流形 ”(9( n ) 的对应中需要去掉方 
程 det (五 — A ) = 0决定的“超平面”. 

可以提出另一个凯莱变换 

K = { E - VA )~ 1 { E - A ), A = ( E - i - K )- 1 ( E - K ), (19) 

其中需要从 O ( n ) 中排除满足方程 det(A +五 ） = 0的“超平面”，或者，等价于 — 1多 Spec ( A ) 的正 
交矩阵. 

要求证实关系 （19) 的正确性. 

5. 验证，由斜对称矩阵用凯莱变换(在关系式 (18) 和 (19) 中)得到的正交矩阵的行列式均为 1( 用 
符号 6^( n ) 代表所有这样的矩阵的集合). 

6. 证明 ， n x n 阶正交矩阵 A 的特征多项式 X A ⑷具 # 有 性质： 

t U XA ( l / t ) = ± XA { t ). 

' , 

. •. 

4 

7. 设必= [^4 ⑴， ... , ^4( n )] 是一个由相互正交的行排成的矩阵，证明 

|det 义| = || 义 ( i )|| • || 必(2)1| ••• || 义 ( n )| 


(向量在 IT 1 的标准模). 

8. 设 X =[义⑴，…, -^( n ) 是 M n ( IR ) 中的任意一个矩阵，证明 

|detX| < 11^(1)11 - 11^(2)11 ••• ||^(n)| 

1 


(阿达马不等式). 



埃尔米特向置空间 _ -9^- 

§2埃尔米特向量空间 

1. 埃尔米特型很多问题与作用在复向量空间上的线性算子有这样或那样的 
联系.由于这个原因，复向量空间赢得人们的特别关注. R 上欧几里得空间上各种度 
量关系自然地充当了在复的情形引入纯量乘积的刺激因素.但是,正如在第1章§4的 

第 7 目的末尾指岀的那样，标准双线性型 s ( x , y ) =町仍+…+ x n y n , Xj^yj G C 却不 

能是达到此目的的一个岀发点，因为向量 x e C n 的长度(模 )|| x || = ^/^ x ) 具有“令 
人厌恶的” 性质： 

| ix || 2 = s ( ix , zx ) = i 2 s ( x , x ) = - || x || 2 . 

如果 X / 0 且 || x || > 0 , 那么 ix e C n , 但 || ix || < 0 . 

要是我们想利用直观理解的向量长度的概念,上面的定义显然是不能接受的. 

埃尔米特空间(酉空间)可以充当欧几里得向量空间的极好的类似对象.我们引 
入下面的. 

定义 1称 /:!/ xF — C 是复向量空间上的一 个半双线性型 ，如果 

i ) /(ax + /? y , z ) = a /( x , z ) + /?/( y , z ), Va ,/? G C , x , y , z G F , 也就是说 , 在第 

二个变量固定时， / 对第一个变量是线性的； 

ii ) /( x , ay + pz ) = a /( x , y )+^/( x , z ), 其中 a ,/? 上的小横杠表示通常的共扼复 
数(在第一个变量固定时，对第二个变量有半线性性). 

称半双线性型/为埃尔米特型,如果 



( F 0* = '(U • 义）=4吁 .3=4. F*A =4 . F 3 
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也就是说,这正是我们所期待的,在用 F Z 替换寸仍保持埃尔米特性质. 

埃尔米特型/ ( x ， y ) 自然地对应埃尔米特二次型/ ( x ， x ), 因为 


/(x,x) = /(x,x), 

所以埃尔米特二次型只取实数值.此时,如果/ (x, x) 彡 0 而且/ (X, X) = 0 令 x = 0, 那 
么，就说型/ 是正定型.把 /写成 

/ (X, y)=g (x, y) + ih (x, y), 

其中仏 都是实值函数,利用⑴，我们容易相信, 9和/ I 都是 F 上的双线性型，而且分是 
对称型,而/ I 是斜对称型.最后，/的正定性等价于 g 的正定型. 

定义 2 域 C 上一个有限维向量空间 1/ 附加了一个正定的埃尔米特型 (x|y) := /(x, 
y), 则称为 埃尔米特空间(酉空间). 复数 (x|y) 称为是向量 x,y e F 的 纯量积 (也说是 

内积 ). 

换言之,在新的设定之下，我们有 

( x | y ) = (y|x), 

(ax + (3 y \ z ) = a (x|z) + (3 (y|z), 

(x|x) ^ 0; (x|x) = 0, 只有 x = 0 才行. 

例 1 设 


( x | y ) = xi^T + x 2 m + . •. + x n y ^, (3) 

毫无疑义地,我们得到了一个带有单位矩阵厂 = 五的正定的埃尔米特型,也就是复的 

坐标空间 C ' 附加了这个埃尔米特型就成为埃尔米特空间了.如果借助于矩阵4把 

标准正交基底变成另外一个基底,那么,按照(2)，就可以用我们的标准的埃尔米特型 
对应埃尔米特矩阵 P = f A - A . 

在实的情形，复共轭性可以忽略不计，因此,埃尔米特空间就是地地道道的欧几 
里得空间了，如同在欧几里得空间一样,用等式 

ll v ll = VVlv) 


定义向量 ve V 的长度 || v || . 

2. 度量关系 容易验证的关系式 

2 ( u | v ) = ||u + v || 2 + i ||u + iv || 2 - (1 + i ) ||| u || 2 + || v || 2 | 

表明，纯量乘积可以直接用长度术语表达岀来(配极化过程).由显然的等式 

|| Ax || = yj ( Ax | Ax ) = yj \\\ 2 ( x | x ) = | A | ( x | x ) 
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可以推岀在欧几里得空间情形已知的关于模的性质 


|| Ax || = | A | || x ||. (3’) 

它可以被平行地推广成一些更宽泛的命题.特别地，柯西-布尼亚科夫斯基不等 
式(也称它是施 瓦茨不等式) 具有如下形式 

l ( x | y )| ^ || x ||.|| y || ⑷ 

(等式只有当 x , y 成比例时才能达到). 

证明 实际上，把复数记为三角形式 ( x | y ) = |( x | y )| e —, R . 我们可以看岀, 

对任意 t € R , 不等式 

| x || 2 t 2 + (( x | y ) t~ i<p + ( x | y ) e —) t -\- || y || 2 = (xf + ye i ( p \ x.t + ye icp ) ^ 0 

成立. 因为 ( x | y ) e _ — = |( x | y )| = ( x | y ) e ' 所以，又可以把它写成形如 

|| x || 2 t 2 + 2|( x | y )| t +|| y || 2 ^0. 

从判别式上得到的条件就导出所要的不等式.当有适当的 to e R 使 xto + ye — = 0 B 寸, 
即 x , y 成比例时,它就变成了严格的等式. □ 

由不等式 (4) 可直接导岀三角不等式 

" x ± y|K l | x || + || y || (5) 

以及它的一个显然的推广 * 


| x - z || < || x - y || + || y - z ||. 

例2 在 C 上向量空间 C 2 ( a ，6) 和上附加纯量乘积 

( f \ g ) = f f ( t ) ^00 dt ^ 

J a 

显然是个埃尔米特空间.在这种情况下，不等式 (5) 就变成 



的形式(与§1例子中的闵可夫斯基不等式比较).在带有标准纯量乘积⑶的埃尔米特空 
间(^中不等式 ^_ _ _ 

n n n 

j2\ Xi \ 2 + J2\yi\ 2 
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成立. 


运用不等式 (4) 可以证实，有唯一的一个角 ^,0 < W ^使得 


COS (p 


l ( x | y )| 

l | xH | y ||* 


量 cos 2 w 的量子力学解释可在教学参考书 [2] 中找到. 

3. 正交性 与实的情形一样，在埃尔米特空间 ( y ,(*|*)) 选岀向 量6 1 ，…， e m ，如 


果 ( e d e j _) 


Sij , 就称它们是 标准正 交的.这个向量组是线性无关的，而且可以扩充 


成 F 的标准正交基底.为了确信这一点，把每个向量 u 与向量 v 


= U 


乞 ( u | ei ) e 


起讨论,而且注意到 v e 〈 ei ，…， em 〉' 可以把格拉姆-施密特正交化"过程(见§1的 
第 3 目).向量 v 可被标准化而继续进一步的过程.顺便说 一句, 对每个子空间 W C 

F 都有 


V 


W ㊉ W 丄， 


W 


丄丄 


W . 


⑹ 


提议将下列命题的证明作为一个不大的练习题. 


定理 1设 ( el ， 
个标准正交基底. 

那么： 


, e n ) 是埃尔米特向量空间(或欧几里得向量空间)(％(+))的一 


i ) 对所有的 x G F , x 




^2 ( x i e ^ 


ii ) 对任意 x,y e F ，( x | y ) 




f ( x | ei ) ( ejjy ) (帕塞瓦尔等式); 


iii ) x G F || x || 


1}|(啦)| 2 . 


设 ( ei , … •，< 
表达式.对任意 



)是埃尔米特空间 V 的一个标准正交基底,在定理1中使用了下面的 
=借助于纯量乘积对第一个变量的线性性质，有 


(咖) 








这样一来,我们导岀了线性函数/ ；• 



4 : ^ 


它对于基底(以的第 j 个坐标相提并论.现在,如果 y 


C , 它把每个向量 x = y ^ Xjej -^ 

♦ 

% 

=妁％也是 F 的一个向量. 


那么, 


( x | y ) 












+ ^nVn^ 


W w 

h3 


这也就是埃尔米特空间 y 按着对 C " 的标准纯量乘积的公式 (3) 选定标准正交基底之 
下的纯量乘积的算法.用这种思想可以定义埃尔米特空间的同构 C n - F : fxi , • • • , 



它是个双射，而且保持纯量乘积.与欧几里得向量空间不同，不能把 



§2 埃尔米特向置空间 


.101 • 


埃尔米特空间和它的对偶空间等同起来，需要把按下面定义的意义下的半线性函数 
与线性函数统一加以研究. 

定义3设/是复向量空间1/上的一个通常的线性型(函数).称满足条件 

/ (x + y ) = 7 ( x ) + 7 ( y ), 7 ( Ax ) = A / ( x ) 


的函数 y : v - c 是与 / 共轭的线性函数(或半线性函数). 

如果 ( F ,(*|*)) 是个埃尔米特空间，那么/可以写成 /( X ) = ( x | a ) 的形式(与 §1 的定 
理9比较)，但/与 a 的对应并非是线性的.现在，如果7是个半线性函数,那么，在 y 中 


选择某个标准正交基底 ( ei ) 且令 a = ^7( e ,) e i 5 我们就有对任意 x = 



系式 

( a | x ) = E^lE^l = E 7 (e 碎=淋 

i \ 3 ) i 

显然，由型(*|*)的正定性可导岀向量 a 的唯一性.由于(*|*)的埃尔米特性质,允许记 


7 ( x ) = ( a | x ) = ( x | a ) = / ( x ). 

4. 酉矩阵 在欧几里得向量空间中借助正交矩阵可实现从一个标准正交基底向 
另外一个标准正交基底的转化(§1定理 10). 在埃尔米特空间情形有类似的 命题. 设 ㈣ 
和 ㈣ )是埃尔米特空间( V ； (*|*))的两个标准正交基底，它们以转换 矩阵乂 =(叫)相联 

:= > : ay • 那， 

% * 

^jk = djjCLsk (ei|e s ) = ^ ^ CLij0>ik • 

i,s i 

换言之， 


A-A* = E = A^A, (7) 

其中肀 ：= Q 是与 4 共轭的埃尔米特矩阵(回顾 , Z = ㈤ y )). 

定义4满足条件⑺的矩阵4被称为是酉矩阵. 

显然，在实的情形，酉矩阵就是正交矩阵.其次 ， det 3 = diO , 所以， det 肀 = 
cteO , 再注意到⑺,我们得到 |det = 1，也就 是说， 对任意酉矩阵 A 有 det A = e 坳. 
特别地,酉矩阵是非退化的. 

由4*的定义直接得到 


(A^B)* = B*-A\ ( 8 ) 

所以，在 A B 都是酉矩阵的情况下，我们可以推导岀关于它们乘积的复正交 性质: 
AB{ABy = A ( BB ^) A * = AEA ^ = AA * = 丑. 其次， A^A = E = AA~ X => 

A * ( A -1 )* = E = ( A - 1 )* A * => A - 1 ( t 4 -1 )* = E = ( A " 1 )* A " 1 ， 也就是说 , 4 _1 与4一 

样也是酉矩阵.当然，这与对正交矩阵的了解是一样的. 
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注意到群的一般定义,我们可以看岀，有 

定理 2下列命题 真确： 

i ) 所有的 n 阶酉矩阵都是(酉)群 C /( n ) 的元素； 

ii ) 酉群 C /( n ) 包含由所有 n 阶实的正交矩阵组成的正交群 0( n ) 作为它的一个 子群; 

iii ) 行列式为 1 的正交(相应地，复正交)矩阵构成特殊正交子群 SO ( n ) (相应地,特 
殊酉群 ST /( rz )). 

这样一来， 


SO ( n ) = 0( n)H SL ( n ) C SU { n ) = U ( n)n SL ( C ). 

一般地说，在任意域爲上定义正交群 0( n ， 构可 能没有特别的困难，与此相同，补 
充了类似于复共轭 a ^ %也可定义任意域只上的酉群 C /( n , 用. 

5. 可赋范的向量空间 §1中的不等式 (10)( 三角形的一个边的长度不超过它的 
另外两个边的长度之和)以及它在酉空间的类似的不等式 (5) 允许把带有纯量乘积的 
向量空间在下面定义的意义下看成是一个可度量的空间. 

定义 5 设丑是 某些点的集合，而 d : 五 xE — R 是个映射，同时，对任意两 个点％ 
veE , 有非负实数 ( uj 之间的距离)和它们相对应，而且还满足下列 性质： 

i ) d [ u ， v ) = (对称性)； 

ii ) d ( u , v ) = 0 u = V ； 

iii ) d ( u ， w } < d ( u , v ) + d [ v ， w ) [三魚 不等 式). 

具有这种性质的函数 d 可称之为 度量， 称对(五, d ) 是 个度量空间. 

例 3在带有纯量乘积的向量空间 F 上,进一步以其本身确定的模 || x || 取 d ( x , y ) := 
|| x - y || 作为向量 x ， y 之间的距离.比如，对于 V = C 2 ( a ,6), 可用 


d ( f ， g ) = \ f \ f ( t )- g ( t)\ 2 dt 


充当度量.而同样地，函数 

广6 

d ’（ f ， g ) = max \ f ( t )- g ( t )\, d ff ( f ， g )= \ f ( t ) - g ( t )\ dt , 

a ^ b J a 

也满足定义 5 中的条件 i ) 一 iii ), 直接验证就可以确信. 

度量出来的量立刻就可以导岀拓扑学与分析学中最简单的概念，包括极限过 
程(取极限).度量空间(五， d ) 的子空间 

B ( a 0 , r ) = {x e E \ d ( a 0 , x ) < r }, 

B ( a 0 , r ) = {x e E \ d ( a 0 , x ) ^ r }, 

S ( ao , r ) = {x e E\d ( ao , x ) = r } 

分别称为是以点 ao 为中心，以 r 为半径的 开球，闭球和球面. 
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称子集 F C 五 是有限制的， 如果它被包含在一个半径 r < 00 的球中. 

称(五， d ) 中点的序列 ei , e 2 ，… ， en ，…收 敛到点 e e 五，如果^ ^ d ( e m e ) = 0•称 

序列是 基本的或柯西序列， 如果对任意 e > 0,均有 iV = N ( s ) mSkm,n > iV 时必 
^ d ( e n , e m ) < e . 称度量空间五是完 备的， 如果它里边的每个柯西序列都是收敛的.由 
在分析学中已经证明了的 R 和 C 的完备性可以得岀，带有三个度量 

^( x , y ) = 

di (x, y) = max (|^-^|), d 2 (x,y) = ^ \ Xi ~ ^ 

i=l 

中任意一个度量的空间 ir ^ c n 都是完备的(验证，屯和办都是度量，而对于 d ， 可由 
例2得岀). 

也就是说，设 f 是个实的或者复的带有度量 d 的向量空间，在^满足下面两个补充 
条件时，特别重要 •. 

iv ) 对任意 x, y, z G V , d ( x , y) = d (x + z, y + z) (相对于平移的不变性)； 

v ) d (Ax, Ay) = | 久 | 以 1 ，丫 )( 乘以纯量久等于将距离延长 | 久 | 倍 ). 

定义 6 用 ||x|| 代表数 d(x,0), 并把它称为 xe 1/ 对于具有性质 iv ), v ) 的度量 d 
的模. 

我们已经用特殊的方式(例 3) 在带有纯量乘积(*|*)的空间中引进了度量4而且 
向量 x 的新模和原来的模是一致的.所以，我们仍然使用从前的符号 || x ||. 回到一般 
情形，我们应当证明，模满足下列 性质： 

|| 0 || = 0;如果 x / 0 ; 那么 || x || > 0; 

|| Ax || = | A | || x || ;对所有的 A GC , xGF ; 

||x + y|| ^ ||x|| + ||y|| ; 对所有的 x, y eV. 

前两个性质可由度量公理和条件 iv ), v ) 直接推导 岀来； 第三个性质可以这样验 

证： ||x + y || = d (x + y, 0) = d (x, -y) ^ d (x, 0) + d (0, -y) = ||x|| + ||y||. 

定义 7 向量空间 F , 附加了满足上述三个条件的模函数 ||*|| : F — R , 即称为赋 
范空间. 完备的赋范向量空间被称为 巴拿赫 空间. 

空间 IT 和 C " 分别带有上面见到的任意模都是一个巴拿赫空间.还要注意,按模 
来恢复 度量： 设 d(x,y) := ||x-y||, 很容易验证度量公理,对此,有 d(x,0) = ||x||. 

前面我们给岀的度量空间中序列的收敛性概念专门用到可赋范的向量空间情形， 
称之 为按模收敛. 

容易证实 

定理 3设1/是 R 或者 C 上的带有纯量乘积的 rz 维向量 空间. 
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那么，向量序列 Xfc e V , k 




1，2, 


•收敛到 x e F 的下述两个收敛性概念是 


等 价的: 


i ) 当 fc 

ii ) 当 fc 


OO 时 ， ||Xfc 


X 


0； 


oo 时，对任意固定的 y e F，（Xfc 


x | y ) — 0 


证明 i ) 今 ii ). 因为借助不等式⑷有 


l( x fc 


x | y )| < || x fc 


x ll • llyll — o . 


ii )^ i ). 为确信这一点，在 F 中取一标准正交基底 ( ei ，. 


么,对每个 S 


1，2, 




， n 都有 (x 


x | e f ) 


因此,用等式 


， e n ). 如果 ii ) 真确，那 


71 


| x fc 


x | 


El(Xfc 


啦）| 


1= 


(定理 1， iii )), 即可归于结论 ， ||Xfc 


x || ^ 0. 


□ 


~线性结构允许定义一个比用部 g 和的模定义收敛性更强的收敛性概念 . g 卩，称级 
数 E iwi 是 绝对收敛的， 如果级数 f ; ii ^ ii 是收敛的. 


% — 


1= 


习 



1. CO ( n ) 




{A e M n ( C ) \ l A^A = 丑}是复正交群的 定义. 显然 ， O ( n ) C CO ( n ) 且 SO ( n ) C 


SCO ( n ) (后二者分别是 O ( n ) 和 CO ( n ) 中行列式为 1 的矩阵的子 群). 能够仿照定理2,说有结 
论 C (9 ( n ) C C / ( n ) 和 S CO ( n ) C C / ( n ) 吗？ 

2. 给出用 M n 上任意纯量积派生出来的第 5 目中的度量山和办(在 C 中亦类似). 


3. 利用基本工具验证，在空间 IR n 上对任意 p > 1 公式 


n 


i/p 


x|| p 


Ei 蟑 


% 


给出了 




个模(称为 L p - 模). 再验证 


n 


i/p 


lim 




max \xA 

l^i^n 1 1 


于是，可以形式地认为， ch (x ， y) 




ll x — ylloo (显然，办 (x ， y) 


x-y||i ，d (x, y) 


ll x —y|| 2 ) 


在向量空间 (7(0,1) 中连续函数 /: [0,1] 


―> 


肢有类似的模 


1/1 


1/(01 ， H/l^ 





更一 


般地: ll/" P = (乂 1/⑴一 


i/p 


(这个习题对特征无要求). 
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§3带有纯量乘积的空间上的线性算子 

1. 线性算子与 0 线性型之间的关系 所谓向量空间 y 上的0线性型，当 F 是实的 
向量空间时，即理解为双线性型⑺ =2), 当 F 是复的向量空间时，即理解为半双线性 

型(沒 = 暑).我们现在假定嫂股上带有纯量乘积(*1*)的欧几里得空间(相应地,在 c 上 

就是埃尔米特空间).其次，设 Z 是 F 上的任意一个线性算子.在第2章§3的第6目已经 
引进了上与 Z 共轭的线性算子的概念.在带有纯量乘积的空间的情形，在线性 
算子和0线性型之间有更进一步的类似物，反映出在 F 和之间自然映射的存在(至 
少在实的情形如此)，并且也能反映岀在 F 上的直接影响.说到这里先停一下则更 
为方便.研究映射 

f A ：V xV (只= R 或者只= C ) , 

它的定义规则是 

•/ U ( x , y ) := ( Ax | y ). (1) 

I 

由纯量乘积的性质可以直接推出， yu 是 y 上的 e 线性型，6卩,在实的情形它是个双线性 
型而在复的情形是个半双线性型.类似的检查我们将不再重复. 

显然，对应乂 ㈠ /乂给出了£⑺ — 只) 的一个 内射. 事实上，如果(血 | y ) = 

•/ U ( x ， y ) = ( Bx | y ), 那么，（(乂 -6) x | y ) = (Ax - Bx | y ) = ( Ax | y ) - ( Bx | y ) = 0, 

Vy G V , 从而 ( Z -6 )x = 0 ， Vx G V , 或者， A = B . 进而，再由等式 dim C ( V )= 

dim C e ( V ^) 得出我们定义的这个映射的双 射性. 

话又说回来了，这一点也可以按照给定的0线性型/ ( x ， y ) 得到线性算子的显 
式构作看岀来： 


/( x ， y ) =(八 fx | y )， (2) 

需要做到的就是这些.设 ( et ，…， e n ) 是 F 的一个标准正交基底，而 F 是0线性型 /( x , 
y ) 在这个基底之下的对应的 矩阵. 一'如既往，用义= [ xi , ，: c n ] 表 7 K 向量 x = ^^ Xjej 

的坐标列，鉴于基底的标准正交性质，向量 x 和向量 y = 的纯量乘积可 li 表示 

成行 W 和列 F 的乘积 形式： ( x | y ) - F . ° 

我们取 Z /作 为以* F 为矩阵的线性算子.它在基底(以之下的坐标列的变换 X ^ 
l FX . 现在，定义的关系式 (2) 就是刚刚引进的表示的一个简单的 解释： 

/ ( x ， y ) = tXFY = t ^ FX ) Y = (々 x | y ) • 

这样，我们就可以将某个线性算子^4纟与矩阵 P 联系到一起.于是， 


/( x ， y)^X ( W ) = ( x |^ y ). 
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如果设4 =卬, A * =^ = F , 那么，义就是我们的线性算子々的矩阵，而肀= 7就 
是算子的矩阵. 

所有的这些叙述证实了下面的论断： 

定理 1设 F 是个带有纯量乘积 (*卜) 的向量空间.那么 ，型 

Ia (x, y ) = ( Ax | y ) ，/乂 ( x ， y ) = ( x |^ l * y ) ⑶ 

中的任意一个都建立了 F 上 0 线性型与 F 上算子空间之间的一个双射对应 .(3) 中的两 
个公式一起唯一地确定了与4共扼的线性算子: F -> 

在标准正交基底之下，算子乂 * 的矩阵可以通过将4的矩阵转置并取共扼复 
数(在只=(0的情形)得到. 

当只 = RB 寸，定义 

Mx | y ) = ( x |， y ) , (4) 

就和第2章§3的第6目共轭算子的定义完全一致了，因为 F 上每个线性函数都形如 y ^ 
( x | y )， x 是某个固定向量.在这种联系中，我们可回想对于对偶基底的表达式^ = 
㈤ *)(见§1的 (13) 式). 

值得指出，在没有附加欧几里得结构或者埃尔米特结构的向量空间中，在某个基 
底之下，把0线性型/与 F ， 线性算子与矩阵4 相对应是带有偶然性的.事实上，借 
助转换矩阵 B 向新基底转换时，沒线性型的矩阵就变成沪= * BF 瓦 因此 ， W W = 
B ^ FB . 但是，与此同时，按第2章§2的定理3,我们应当有 W = B~ l AB = B ~ U FB . 
这两个对于 W 的表达式没有共同之处.但在埃尔米特(欧几里得)空间情形，矩阵召应该 
保持基底的标准正交性,这就导致它的酉性(相应地，正交性).对于酉矩阵= B ~\ 
就有了完全一致性. 

再一次把映射 Z ^ 的性质写 下来： 

(A + B )* + {a A )* = aA \ ( AB )* = = A (5) 

与第 2 章 §3 的公式 (15) —个不太大的差别在于，在 a 上有一个复共轭标 i 只，这是由型(*|*) 
的半双线性性质和 对中， / ^ ( v |*) 的类型引起的 (§1, 第4目). 

2. 线性算子的类型 作用在一个带有纯量乘积(*|*)的向量空间 F 上的所有的线 
性算子可按§1引入的对于算子*的关系分成与它们状态有关系的类.我们只标出一些 
极重要的类. 

定义 1称线性算子4是埃尔 米特的 （或 自共轭的)， 如果 = A 在欧几里得空 
间情形(只 = R )， 算子4 还称为是对 称的. 

正如定理表明的那样，算子 /的自 对称性等价于0线性型 ( dx | y ) 的埃尔米特性质. 
事实上，自共轭性的条件可以记成 


( Ax \ y ) = ( x |々） ， 
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而型 iU 的埃尔米特性质可记为 


( v 4 x | y ) = f A ( x , y ) = f A ( y , x )=(々| x ). 

因为 (*|*) 是埃尔米特型，所以 = ( x |^ y ). 这就建立了所提到的两个条件的等 
价性. 

在矩阵形式中，如果利用空间 F 的标准正交基底，算子 Z 的自共辗性(埃尔米特 
性)条件可用等式 -A = 0表示出来.前面，我们已经把这样的矩阵称为埃尔米特矩 
阵了.而在实的情形，就是对称矩阵. 

每个实矩阵都是一个对称矩阵和一个斜对称矩阵的和(见第1章§4的第4目).为了 
在复数情形能得到类似的结果，我们引进 

定义 2斜线性算子是 斜埃尔米特的(或者， 当只 = R 时， 斜对称的)， 如果 

A * = — A . 

因为，对任意 £( F )， 有 4** = A , 所以4 是埃尔米特的，而则 
是斜埃尔米特的.类似地， z 的埃尔米特性质等价于算子 a 的斜埃尔米特性质. 
因此，有 

定理 2在埃尔米特空间中，每个线性算子 Z 都可以写成 

Z = A B 

的形式，其中 Z 是埃尔米特的，而6是个斜埃尔米特算子.此外 

z = M + iy, ( 6 ) 


其中义和; y 是埃尔米特线性算子. 

证明 令 4 = (Z + Z *) / 2 , B = ( Z - Z *) / 2 , A ： = A , y = -迅.然后，借助公 

式⑸即可直接验证. - □ 

显然，记法 (6) 是把复数 z = X +印的记法的直接推广，就是说，埃尔米特算子有 
些类似于实数.而说到斜埃尔米特算子本身就是虚数2 =印的直接“后代”数，虚数有 
性质 ，I = - z . 但是，如果说,任意两个实数之积永远是实数,那么，两个埃尔米特算 
子的乘积却不一定仍然是埃尔米特算子. 

我们总有 

定理 3埃尔米特算子八6的乘积是埃尔米特的，当且仅当， = 

证明 再次利用(5)，就得到 

AB = BA <=^ (ABy = ( BA )* = A * B * = AB . □ 

数学和物理学中大量的分解问题都要求把所有的埃尔米特算子的集合或者所有 
的斜埃尔米特算子的集合在第2章§2定义1的意义下作为一个代数来进行 研究. 
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例 1正如在定理3中看到的，一般说来，埃尔米特矩阵或算子对结合乘法并不一 
定是封闭的.为了寻求量子力学的代数学框架，物理学家 P . 若尔当于1930年在 R 上引 
入一种代数，现称为若尔当代数.作为基数，规定了若尔当乘积 

AoB=^(AB + BA ), ' 

显然它满足交换律，也满足若尔当恒等式(4 2 oB ) oA = A 2 o ( Bo 4)( 验证之!) . 到现 

在，内容丰富多彩的若尔当代数理论(不仅仅限于有限维)已经很发达了. 

例2 所有的斜埃尔米特算子对于通常的换位子运算构成了 R 上的一个李 

代数(参见第2章§2的例 6). 换言之，如果 Z 和6都是斜埃尔米特算子，那么，它们 

的换位子 [A 6] = AB - 民4同样是个斜埃尔米特算子. 

我们设，对任意 x，y e F 都有 ( v 4 x | y ) = 0. 那么，特别地， （ Ax | v 4 x ) = 0. 但是，这 

只有对任意 x = 0才行，也就是说 ， A = 0. 这个 关于/ 的平凡性的判别法实 

际上还可以加强. 

定理 4设，对任意 x e F 都有 G 4 x | x ) = 0,而且4满足下列二条件 之一： 

i ) F 是个埃尔米特 空间； 

ii ) F 是个欧几里得空间，且 Z 是对称算子. 

那么， 4=0. 

证明 i ) 由下面两个很容易验证的极化恒等式 

( Ax \ y ) 4- (々| x ) = (4 (x + y ) |x + y ) - (^4 x | x )-(々| y ) ， ⑺ 

( v 4 x | y ) - (^ ly | x ) = -i (A (ix + y ) |zx + y ) + i (乂 ㈣ | ix ) + i (々| y ) (8) 

(按假设，它们的右侧应该等于 0)， 我们就可以推导出两个齐次线性方程构成的 
方程组 


( Ax \ y ) 4- (4 y | x ) = 0， { Ax \ y ) - (4 y | x ) = 0. 

由此可得 (4 x | y ) = 0, Vx,y GF , 而这正是我们已经知道的，它等价于 Z = 0. 

ii ) 任意情形都满足的极化恒等式 (7) 和对称条件 

( 乂 y|x) = (y|Xx) = (y|Ax) = (v4x|y) 

给出了,任意 x，y e F 都满足恒等式 ( Ax | y ) = 0本身，由此得出 ， A = 0. □ 

说明 1在定理4条件 ii ) 中，算子 Z 的对称性是本质的.例如，对于欧几里得 
空间中的斜对称算子，恒等式 ( dx | x ) = 0是对任意 x e F 都满足的，但 Z 并不一定 
就是零算子. 

定义 3 在带有纯量乘积的向量空间 F 上，称线性算子 Z 为酉 算子 (在欧几里得空 
间情形是 正交算子)， 如果 • A = £ = A - A *. 

当 n = lB 寸，有么•芝 = 1，此时酉算子就类似于复数的模等于单 位元. 在矩阵形式(相 
对于标准正交基底)酉性条件可由§2的等式⑺表达出來从而，那样的矩阵，我们也 
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称它为酉矩阵(在实的情形即正交矩阵).它们是作为从一个标准正交基底向另一个 
标准正交基底的转换矩阵用极其自然的方法产生的，这个事实回报了酉算子的更丰 
富多彩的几何解释. 

定义 4 线性算子 F F 保持距离(度量)，也就是，有 

I | v 4 x -^ ly || = || x - y || , Vx , y eV , 


即被称为是保距的. 

因为,= ^ l ( x - y ), 所以，显然， Z 是保距的，当且仅当 || 血 || = || x || 对所 

有 x e F 都成立.其次 

|v4x|| = ||x|| ^ (^4 x |^4 x ) = ( x | x ) 

分 (^4*^4 x | x ) = ( x | x ) ^ {{ A^A — £) x | x ) = 0 (9) 

对任何 x e F 都成立.算子，是自共轭的，所以，据定理4,作为一个埃尔米特算 
子，同样也在欧几里得情形，由⑼可导出恒等式，= O , 即，保距算子应当是 
酉算子. 

另一方面，所有的酉算子都是保 距的： 

(v4x|^4x) = (x|^4*v4x) = ( x |5 x ) = ( x | x ). 

从而验证了 

定理 5 在附有度量的向量空间 F 上，酉线性算子是 F 上的保度量算子，而且只 
有它们才是保度量的. 

由此可见， F 上的酉算子，也就是保度量算子，构成一个群——当只= C 时，是 
酉群 t /( n )， 而当只= R 时，就是正交群 0( n ). 用矩阵语言，这些事实我们已经熟悉 
了(§ 2 的定理 2). 在这里，群 GL ( n , 均处 于同样 地位： 可以讨论矩阵群，也可以讨论空 
间 F 的所有自同构的群 Aut ( n 保距矩阵就是保持度量的自同构. 

3. 埃尔米特算子的规范形式对任意一个埃尔米特算子都存在一个由它的特 
征向量组成的基底，乍眼一看这并不是一个明显的性质.事实上,给定的对称算子 Z : 
F F (当只= R 时)在不同的标准正交基底 ( a ), ( e 【) 之下对应的矩阵 A W 可用关系 
式，= 联系起来，其中5是个正交矩阵.我们知道，对称矩阵可以化成对角 

形式，关键是这个非退化矩阵选择的随意性.正如已经表明的那样， Z 的自对偶性质 
可以更“经济”地加以支配. 、 

引理1 埃尔米特算子的特征值(固有 4) 都是实的. 

证明事实上, m ： V -^ F 是个埃尔米特算子， A 是它的一个与#征向量 e 相适 
应的特征值.按定义， 


A ( e | e ) = ( Ae | e ) = (^4 e | e ) = ( e |^4* e ) = ( e |^4 e ) = ( e | Ae ) = A ( e | e ) • 
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因为 ( e | e ) _ 0,所以 A = A . □ 

在对称的(即实的自共轭的)算子情形，引理1是个空命题，因为所有的特征值按 
定义都应属于 R ， 反过来，在复的情形，下面的引理是显然的. 

引理2每个对称的线性算子 j 都必有特征向量. 


证明作为任意一个实的算子， Z 必有1维或者2维的特征子空间(第2章§3的定 
理 7).1 维不变子空间的存在性与本引理的断言是一回事.现在研究 L 是2维不变子 


空间的情形.算子 Z 在 L 上诱导出一个对称的线性算子这是因为，对称性条 
件 ( Ax | y ) = ( x |々) 当作 x,y e L 上的限制时可继续保持正确 ： Zx e L，Zy e L . 

在 L 中选择标准正交基底 ( ei ， e 2 ). 算子在这个基底之下的矩阵就是一 
个 2 x 2 的对称矩阵 

Al = 

它的特征多项式是 



x(t) = 

这个多项式的判别式 




― — (fl + cZ) f + (flcZ — &2) • 


D x = (a + d ) 2 — 4 {ad — b 2 ) = (a — d ) 2 + 46 2 ^ 0, 

所以 X ⑷必有实根 A ， 从而算子 Z 就有属于特征值 A 的特征向量. □ 

可同时对只= C 和只= R 推导出更进一步的论断. 

引理3设4是带有纯量乘积(*|*)的向音空间 F 上的一个自共扼线性算子， L 是 
个对4不变的子空间.那么， L 的正交补空间 Li 也是对4不变的子空间. 

证明事实上，如果 xeL ， ％【丄，那么如€【且(如|丫）=0.算子4的自共轭性给 
出同样的关系式 ( x |々） = 0. 由此可见，々与所有的向量 xeL 都正交，即丄 c L 丄. 

□ 


现在,我们准备动手证明基本定理. 

定理6带有纯量乘积的向量空间 F 必有标准正交基底，在这个基底之下，自共 


扼算子4的矩阵是对角的，而且 Spec (4) 是个实数集. 

证明根据引理1和引理2,线性算子/必有属于特征值& e R 的特征向量 e 
失一般性，可以认为 || ei || = 1. 1维子空间 〈 ei 〉 的正交补空间 y /的 维数是 dim F 


不 

1， 


且据引理3,它对 Z 也是不变的.看 Z 在铲上的限制并重复所有的推断，可找出 e 2 : 


Ae 2 


A 2 e 2 , 如 2 || = 1， A 2 GR. 线性包络 〈 ei ， e 2 〉 对于 Z 也是不变的， 因此. 和它正交 


的补空间也是对 Z 不变的，维数为 dim V - 2 , 等等.对 dim F 用归纳法，或者简单地 


重复应有数量的前述过程，我们就得到了所需要的 



dim F 个相互正交的标准的 


向量 ei , …， e n . 
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说明2任意对称矩阵4 e M n ( R ) 的特征方程式已被证明只有实根.要研究它们 
间的相互位置，可用 [BA I ]中的笛卡儿，比丹-傅里叶，斯图姆定理.方程式 xa ⑷ = 

0的每个根 A 的几何重数和代数重数相同，这可以由第2章§3的定理6和本节定理6直接 
得到 • 

说明3按定理6,对任意自共轭算子 Z : F — 7有71 = dim F 个相互正交的特 
征方向. 算子/ 的作用可以归结为空间沿第 fc 个方向延长 | A ,| 倍，其中 A , 是相应的特征 
值，而且可能，当八 < 0 B 寸，归结为一个与第 A : 个方向正交的平面反射. 

4. 把二次型化到主轴上去我们知道(见第1目)，在带有纯量乘积(*|*)的向量空 
间 F 上，每个埃尔米特型/ ( x ， y ) 都对应一个算子 Z = 4/,它由条件 

/ (x, y) = (Ax\y) 

决定.据定理6,空间 F 有由算子 Z 的特征向量组成的基底 ( ei ， … , e n ),Aei = 入#^.如 
果把向量 x ， y 在这个坐标系下写 出来： 

x = x±ei + • • • + x n e n , y = yiei + • • • + 2/ n ^ n ? 

那么，我们就得到 

n 

/( x ， y) = Yl^ ei ^ e j) x iy~j = X i x iv~^ 

i，j i=l 

这是因为 /( ei ， ej ) = ( Aei \ ej ) = ( A ^ ile ^) = A / o •.设 x = y ， 我们就导出下列命题 

定理 7( 化到主轴上）对于带有纯量乘积的 n 维向量空间上的每个埃尔米特二次 
型 g ( x ) 都存在一个标准正交基底，在这个基底之下， g ( x ) 形如 

n 

g ( x ) = ^ Ai \ xi \ 2 . (9’） 

i=l 

例 3 当只 = R 且 n =2 B 寸，二次型确定中心二次曲线截口，它由使得 g ( x ) = 1 的 

向量 x 组成.利用标准正交基底 ( e ； L ， e2 )， 在这个基底之下 g ( x ) 形如(9 7 )式，有 A ；^ + 

< 

X 2 x 2 2 = 1. 向量 ei ， e 2 定义了椭圆 ( A ^ > 0) 或者双曲线 ( A ^ < 0) 的主轴方向，而 
用表半轴 长度. 

定理6和定理7同样可以用矩阵语言表达出来. 

对任意埃尔米特(或实对称)矩阵4都有酉矩阵(相应地，正交矩阵 )5 使得召 - 1 儿 B 是 
对角的.沿对角线排列4的特征值，按特征值的重数排列它的个数. 

可实现性简介几何事实的矩阵解释提示了将二次型 


g(x) = > aijXiXj 
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(限于实的情形)化为标准的作法的可能顺序.也就是，在带有纯量乘积 

n 

(x|y) = Yh XiVi ^ 

z=l 

的欧几里得空间 V 中，以 xi , … ， a ; n 为向量 x 的坐标，而 ei = (1，()，.••，0),…， e n = 
(0,0,…， 1) 为 F 的标准正交基底.计算矩阵4 =(叫)的特征多项式； U ⑷= det (版- 
4) 且找出它的根(这是整个过程中的最困难部分).对每个根\解齐次线性方程组 

(^11 — 入$1 + ^12«^2 + . • • H ~ (^ ln^n = 0? 

^21^1 + (^22 — A^) X2 4-- h d2nX n = 0, 


anl$l + ^n2«^2 + • • . + {p^nn — 入 i ) 尤 n = 0. 

这个方程组的解空间的维数等于根\的代数重数(矩阵 4 的对称性的直接推论).把格 
拉姆-施密特正交化过程用到方程组的基础解系上，然后再把不 同的； W 所对应的向量 
合并起来，我们就得到 F 的一个标准正交基底 

= hj^i + b 2 je 2 + - h b n je n ， 1 < j < n. 

在这里，就其本质来说，我们依靠了算子 Z 及其在基底 ( ei ，… ，〜)下的矩阵4 = (叫) 的 
对称性(更一般地，自共轭性)：分别属于不同特征值 A ， //的特征向量 u , v 相互正交. 

事实上， （ ^4u|v) = (u|^4v) ^ (Au|v) = (u|/iv) (A — jli) (u|v) = 0 =>- (u|v) = 0 ( 重要 

的是 A, // 均为实数 ). 

联系两个标准正交基底的矩阵(心)一定是正交的(在我们这里，只 = R ). 所以，向 

量 x 的新的坐标虼…乂可以按§1末尾的公式用原来的坐标表达出来，而且 

\ 

n 

Q ( x ) = Yl Xi «) 2 . 

i=l 

5. 把两个二次型同时化为规范型 以二次型 g ( x ) = | xi | 2 - | x 2 | 2 , r ㈨ = | Xl | . 
| x 2 | 为例，可以表明，并不总是能够在向量空间中选取一个基底，使得两个二次型同 

时化成规范型•但是，在一种可实现的重要情况，上面提到的基底的存在性还是有保 
障的. 

定理 8 • 设在只= R 或者只= C 上的 n 维向量空间 F 上给定了两个埃尔米特二次 
型(即实二次型 ) g ( x ) 和 r ( X )，其中 r ( x ) 是正定的. 

那么，在 F 中存在一个基底，在该基底之下，两个二次型都可写成规范形式. 

证明 设 g ( x ， y ) 是二次型 r ( x ) 对应的埃尔米特0线性型.我们在 F 上定义纯量 

乘积，令 


(x|y) ： =^(x,y). 
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二次型 r ( x ) 的正定性允许这 样做. 按定理7,在 F 中对一个给定的埃尔米特矩阵可找 
到一个标准正交基底 ( ei ，… ， e n )， 在这个基底之下 g ㈨ 具有形如⑼的规范型. 

于是，在这个同样的基底之下按公式 

n 

( x | x ) = g ( x , x ) = r ( x ) = ^|^| 2 

2=1 

可计算出来纯量二次型.也就是说,在基底(^)之下，两个二次型都具规范型. □ 

6. 保距算子的规范形式 依据定理5, F 上的保距算子，精确地说就是一个酉算 

子(当只 = ■ 寸就是正交算子)•我们分复的情形和实的情形 分另枷 以研究.但是先从证 
明一些一般性事实开始. 

引理 4 酉(正交)算子的特征值的模等于 1( 实的情形，特征值为± 1). 

证明 设 F F 是个酉算子(特别地，正交算子)，且 e e F 是属于特征值 A 的 

特征向量.那么， 

(^4 e |^4 e ) = ( Ae | Ae ) = AA . 

另一^方面， 

S 

* (^4 e |^4 e ) = (^4* - ^4 e | e ) = ( fe | e ) = ( e | e ). 

所以 ， AX = 1，也就是 | A | = 1. 显然，在实的情形(正交算子)只有 A = 士 1两个可能. 

□ 

弓 I 理 5设 VC F 是个酉(正交)算子儿 F F 的一个不变子 空间. 那么， V 在 F 中 
的正交补 t / 1 •对于/也同样是不变的. 

证明 按定义 

V 丄= {v G F | ( u | v ) = 0 Vu G U }. 

算子 Z 在 V 上的限制^ ^显 然是个酉算子(在 t / 上是保距的).因为 det Ay # 0,所以向 
量 u e V 可以写成 u = Au \ u 7 G U . 我们有 

( u |^4 v ) = (乂 u ’ lAv ) = ( u ’| v ) = 0. 

、 

换句话说，只要 V e t /丄， 就必有 w 4 v e t / 丄. □ 

I . 酉算子情形 用矩阵术语，我们想证明下面的 命题： 对每个酉矩阵 4 都存在 

一 个酉矩阵5使得 

C = B~ X AB = diag { Ai ， …， A n } 

是个对角矩阵，且|\| = 1 . 

实际上，借助算子的几何意义，运作起来更方便. 

定理 9每个酉算子(只= C ) 都可以对角化.换言之，对任意一个酉算子义 F — F ， 
dim V = n , 都可以找到一个标准正交基底，在这个基底之下，算子的矩阵是 


A = diag{Ai, ••- ， A n }, |A f | = 1. 


(10) 
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证明任取算子4的一个标准的特征向量 ei . 它一定存在，因为基础域只=(0是 
个代数封闭域.由引理5,维数为 n - 1的子空间 〈 ei 〉i = 对4是不变的.对 F 的维数 
用归纳法就可得到所需的结论.关于\的断言已经在引理4中证明过了. □ 

注意，具有形如( 10 )的矩阵4的算子，显然是个酉算子，实际上 

A = diag { Ai , • - - , A n } . diag { Ai ， … ， A n } = E . 

通常，利用欧拉公式 e — = cos (/? + i sin (/?，将对角形矩阵记成 



形式. 

II . 正交算子情形 正如已经指出过的，引理4和引理5对于正交算子义 F — V 

也是正确的，而且已经特别声明，在这种情形，特征值等于 ±1. 但是，将秦进行的推 
理仍然需要做不少的变换.事情在于，正交变换可能根本就没有特征向量.当然，作 
为任意一个实的线性算子，4必定有1维的或者2维的不变子空间.因此，我们可以借 
助引理5把 F 分解成两两正交的1维或者2维的不变子空间的 直和： 


F = Vi ㊉ F 2 ㊉…•㊉ F m ， (11) 

4在它们之中的每一个上面都导出一个正交的线性算子.把 ％，i = l ，2, …， m 的标准 
正交基底合并到一起，我们就得到了 F 的一个标准正交基底.假设在 (11) 的分解中， 
没有任何一个2维的不变子空间能够分解成两个1维子空间的直和，这就得到了正交 
线性算子4的一个所谓的规范 基底. 这一点，通过努力是一定能达到的，所以，我们 
假定分解式 ( 11 ) 就已经是这样的了. 

现在研究在规范基底之下算子乂的矩阵是怎样的.如果，戌:=如是算子乂在％上 
限制算子的矩阵，那么， 


A = • • • + A m = 



A 



所以，我们限制在 dim y = 1或者 dim y = 2 而且 F 没有非平凡的不变子空间这样 
的条件下就足 够了. 如果 F = 〈 e 〉，|| e || = 1,那么= Ae , A = 士1 (引理 4) •如 
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果 dim V = 2 ,V = ( e !, e 2 ), 且(％|勺）=%，那么，在这个标准正交基底之下 



a , 6, c , d G M . 


我们假定 det A = ad - bc =- l ， 那么，特征多项式⑷ = t 2 -{ a - Vd ) t - 1有两 

个实根，可见，算子4有特征向量，但这与前面在 F 上的假设的条件相矛盾.于是得出 
结论 , det A = 1. 按已知的规则把逆矩阵 A - 1 算出来，得 


A ~ 




另一方面，由正交标准性 

A - 1 = f A = 

比较4- 1 的这两个表达式，我们有 




这样 来， 当 <2 = cos ( p , c = sin (/? B 寸，就有 



A = 


COS (p 

sin (p 


sm (p 


cos (f 


也就是说，线性算子 4 实现了平面 f 上的一个旋转. 

上面所做的分析表明，假设分解式 (11) 中前面的冲被加项 Vi , … ， V ； X ^ 应2维的 

不可分解的不变子空间，而剩下的被加项对应1维不变子空间(经过调换基底中向量 

的顺序，这是一定能达到的)，再设列，…，外是这些旋转分别对应的角度，那么，矩 
阵4具有下面定理指明的形式. 

定理10对 VJi 的每个的正交线性算子乂都存在一个 y 的标准正交基底，在这个 
基底之下，算子的矩阵是 

cos ipi — sin (fi 
sin (fi cos (pi 

# 

_ 

COS (fr —sin (f r 

sin ip r cos ip r 

—Ek 

Ei 


+ Z + 2r = ?2. 
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7. 正规算子 在已证实的谱定理,定理6和定理9中有很多共同之处， 而 这不是 
偶 然的，因为可以把埃尔米特算子和酉算子加入到自然的，更广泛的可对角化的矩 
阵 的行列中去. 

定义5设7是个埃尔米特空间.称线性算子义 F F 是正规的，如果它具有 

性质 

A-A*=A*-A. ( 12 ) 

它在任意一个基底之下的矩阵都称 为正规矩阵. 

回想 一下， 由 (5) 有关系式 

{\sy = X £, ( A - XSY = A *- \ S , 

所以，算子乂是正规的，当且仅当，:是正 规的. 由4的正规性得出 

參 

|^4 x || 2 = (^4 x |^4 x ) = ( x |^4*^4 x ) = ( x | A 4* x ) = ( y 4* x |> Tx ) = || w 4* x || 2 . 

用 4 - AS 替换入我们得到 

\ Ax . — Ax || = ^4 *x — Ax ||, 

由此推出 

Ax . = Ax 分 ^4 *x = Ax . (13) 

显然，由条件 = 乂或者 = l 1 都能导致 (12) 成立. 但是， 一 点也不难就可 
以举出正规算子的例子，它既不是埃尔米特(或斜埃尔米特)算子，也不是酉算子(比 
方说，取矩阵 A = diag ⑼，2,1，… 1)). 同时，正规算子的定义可以搬到无穷维希尔伯 

特空间并且在那里有大量的应用.我们的直接目标是在埃尔米特空间上精确地刻画 
可以对角化的算子类. 

' 定理11 下述条件是等 价的： 

i ) 算子义 F — 圹在圹的某个标准正交基底之下是对角的； 

ii ) 算子是正 规的. 

证明 如果 ( ei ，…，〜)是标准正交的，且= A 冲， 那么，借助(13)， 

有 A*ei = Xiei , 故 [A 4*] = O , 就是说，可由 i ) 得到 ii ). 

为了证明反方向的蕴涵式 ii )4 i )， 我们选出4的特征值 A 且照例设 


= {x e V\Ax = Ax} • 


再由 (13) 得到 
而且，同样有， 


A* (V x ) C F a , 

4 0^久)丄 C ( P ) 丄. 
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事实上， 

yG ( W ) 丄分 ( y | x ) =0, Vx G F A . 

由此可见， ( Ay \ x ) = ( y |^4* x ) = ( y | x 。= 0, 因为: x 7 e F ' 

因为(乂 *)* = 八所以由对称性，子空间 (0) 丄同样是，不 变的. 算子4 和， 
在 { V ^ 上的限制显然是可以交换的,从而是正规的 . X^n = dim F 用归纳法，我 
们可以认为4在 ( F A ) 丄上是可对角化的.按定义即可确信 F P © ( F A ) i ， 这就完 

成了证明. □ 

因为埃尔米特算子和酉算子都是正规的.所以按定理11可将它们对角化，我们就 
很容易地得到了定理6和定理9中所说的谱性质.现在，回顾一下第2章§3的定理1中的 
等方算子的完全正交组(投影).可以用下述方式描写对于正规算子的一般的谱定理. 

定理12对有限维空间 F 上的每个正规算子都有两两不同的特征 值> 1 ，…， 

鲁 

A m , 1 ^ m ^ n = dim V , 以及相互正交的投影算子 Pi ，… ， V m , 使得 

i ) = S ' 

3 

ii ) ^^XjVj = A 是算子乂的谱分解式， Aj e Spec ( A ) ; 

fl 

3 

iii ) 上述分解式是唯一的； 

iv ) 存在复多项式八 ( t ), …， f m ⑷具有性质 


fi (\j) = ^ij，fi ( 人 ) = 

(在自共扼算子情形，所有的数\和多项式力⑷都是实的). 

证明设\ ，…， A m 是算子4的所有的两两不同的特征值，巧是在 F 〜上平 
行于;的投影 (i = l ，2, …， m ). 据定理 11( 同样看它的证明)，所有巧是相互正 

3^ 

交的(也就是 ， ViVj = VjVi = SijVi ), 且均不为 a 其次 ， f = 0 f a s 故^ 

这就是，巧，…，为完全正交组的根据(断言 i )). % 1 


对任意向量 v e F ， 我们有 


Xj 、, 其中 Vj 


PjV •这样一来 w 4 v 




A ( Sv ) 












E A ^ 



，而这就是基本 


断言 ii ). 


至于有关算子乂的谱分解的唯一性断言 iii ), 我们可以这样来 推导. 由巧# 0得 


到 x ^ 0, x G Im 巧的存在性.按定义，巧 x = X ，当 j #谢，巧 x = 0. 所以， 



Ax 


Ew 



AiT^x 


A 《 x ， 



BP, Xi e Spec(y4). 
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反过来,如果 A e Spec (4) 且对某个 v gF , v ^ O , 有= Av , 那么， 


Av 


Av 




v j 


% v , 


而另一方面， 


Av 


A Y1 v j 






所以 ， [(A — Xj)vj = 0. 但是，向量 


vi, …, 



是相互正交的(这是投影算子 


Pi , 


…，相互正交的推论)，这意味着，它们之中的那些个非零的向量必然是线 
性无 关的. 可见，对每个 j 都有 (A - A 〗) 々= 0,而且如果％ # 0( 这样的 i 一定能找到， 
因为 v # 0)，就有 A = \ e 认，…， A m }. 证明了唯一 性. 

断言 iv ) 中的多项式爻 ⑷，…， / m ⑷ e C ⑷可以具体构作成 


fi ( t ) 





显然，如果乂是自共轭算子，则 A ⑷ e R 帥 

利用相互正交的投影％组的定义和分解式 ii )， 我们有 



A k = Y^ k jVj 

9 

3 


(当 fc =0 B 寸，运用断言 \)： A 0 = Y , X ° o V o = J 2 v j = £ )' 这样一来，对任意多项 

• ♦ 

式/⑷都有 ° ° 


f (^) ~ f ( Xj )%• 


特别地， 

fi ( A ) = [ fi ( Xj ) Vj = ft ( Xi ) Vi = Vi . □ 

fl 

3 

如同所有的线性算子一样，正规算子4可以写成4 = B ^ iC , A *= JS - iC 的样子， 
其中 S 和 C 都是埃尔米特算子(见 (6)) .而它们本身同样可由乂和表达出来 


6 = -w), 
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由儿 4* = 4得到 SC = CS . 反之，由6和 C 的可以换位的性质可以导出乂和，可以换 
位的性质 

AA * = B 2 -h C 2 = A * A , 

即 A 的正规性质. 

暂且把正规算子放下，停在可交换位置的算子上，或者，如同前已说过的，可交 
换的算子上. 

引理 6设 S 是复空间 F 上两个可交换位置的算子.那么，乂和 S 必有共同的特 

' « 

征向量. 

证明设 A e Spec { A ). 看子空间 F A = {xG V\Ax = Ax }. 那么， 6 F A Q F A .事 
实上，利用条件 AS = S 乂，我们得到蕴涵式 

jc e V x => A ( Bx ) = B { Ax .) = B ( Ax ) = A ( Bx ), 

也就是 6 x e F a . 

线性算子 S 限制在 F a 上，必有特征向量 y eV x :By = fiy^e Spec ( B ). 这样一 

^ Ay ^ Ay , By = Ay , 也就是说 y 是它们的共同的特征向量， □ 

< •• 

定理 13在 n 维埃尔米特空间 F 上，两个埃尔米特算子乂，6,或者两个保距自同 
构 S 能在某个标准正交基底之下同时化成对角型，当且仅当，它们了以交换位置 • 

证晛 假设乂和 S 在一个共同的标准正交基底之下同时是对角的/我们可以推出， 
在此基底之下它们对应的矩阵 A S 是可以交换位置的.但是，因为在任意一个另外的 
基底之下算子的矩阵应该是 C - iBC ， 且 

C~ X AC - C~ l BC = C~ X ABC = C~ X BAC = C~ X BC • C ~ X AC , 

? ^ . 

所以，算子本身是可以交换位置的. 

反之，设 AS = S 乂那么，据引理6,算子八6就有共同的特征向量 ei . 不失一 
般性，可以认为 || ei || = 1.由于它们的埃尔米特性质(引理 3) 或者酉性质(引理5)，子空 
间呢 = 〈 e ^ i 是圹的71 - 1维的对于4和 S 都不变的子空间. 4和6在 W 上的限制必然 
是可交换位置的埃尔米特算子(相应地，酉算子 ) .对维数用归纳法，即可构造出来 一 
个标准正交基底，在这个基底之下，乂和 S 同时表成对角形式. □ 

说明4回忆一下，据定理3,埃尔米特算子八 S 可以交换位置的性质等价于算 
子的的埃尔米特性质. 

8. 正定算子 因为在埃尔米特空间 F 上的任意埃尔米特算子乂(欧几里得空间 
上的对称算子)都对应一个二次型 g ( x ) = (血 | x )， 于是，那些可以应用于二次型上的 
概念，如正定性,半正定性等等都可以拿到算子乂1：来. 

定义 6埃尔米特(或线性对称的)算子4称为是正 定的， 如果对 F 中任意向量 x # 
0,都有 ( Ax | x ) > 0. 
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定理6及其随后的说明指出，对所有的正定算子乂都有 F 的标准正交基底，在这 
个基底之下，矩阵4具有对角形式 



(14) 


而且它的特征值 , A n G R 都是正的.反过来，把任意一个形如 (14) 的矩阵4解释 
成一个埃尔米特(对称)算子乂相对于 F 的某个标准正交基底的矩阵，我们可以得到结 
论，条件 At > 0,… • ， A n > 0能保障4的正定性.这种情形,配备的符号4 > 0. 

讨论算子乂的半正定性质(用乂 >0表示)也是有意义的，这只要 At > 0, • • • ， A n > 0并 
有某些 i 使\ = 0•两个埃尔米特(对称)算子八6记成4 > 0，只要4 -6^0. 

按定义，正定算子是非退化的(可逆的)，这可由柯西-布尼亚科夫斯基不等式 


|(Ax:|x)| ^ || 圳 | • ||x|| 

看 出来. 反过来，非退化条件及乂 > 0 可以限定乂的正定性. 

命题1所有的正定算子乂均可以表达成某个另外的正定算子的 平方: 4=6 2 ,其 
中平方根表达是唯 一 的. 

证明 把算子乂的矩阵化成形如 (M) 的对角形式并令 B = diag ( A ， …， \/ An ), 
以及> 0 就足够了.在给定的标准正交基底之下以 B 为其矩阵的线性算子 6 必然 

是正定的.关系式在向另外的转化时仍然保持 ( C - iSC ) 2 . 于 是有， 
A = B 2 . 

关于 S 的唯一性的断言借助于关于谱分解的定理12,证明起来是很方便的.也就 
是说，如果反 > 0 K(Bf = A , 那么，研究皮的谱分解式反= Y .^ V ， v 我们就得到关 

3 

系式 

A 卩 , j = ( B ’) 2 = 乂巧 • 

3 i 

所有的 数…〉 0两两不同，它们的平方旧也是如此.算子4的谱分解的唯一性提供我们 
一个结论，集合和 { Ai } 是重合的，也就是,通过适当衡整顺序，应有等式乂 = Ai ， 

— 'Pii 从而 A = V ^， 而且 6 = B f = y / A . □ 

命题 2 设 C 是带有纯量乘积的空间上的任意一个非退化线性算子.那么， 
A = CC * (或 C * C ) 是个非退化的正定算子. ‘ 

证明算子 CC * 的埃尔米特性质(或对称性)已经验证 过了： ( CC *)* = c ** c * = 
CC *. 而 4 二 CC * 的非退化性是显 然的： det C * C = det 0*0 = det C det C = 
det C d^TC = |det C \ 2 + 0 . 其次， x ^ 0 ^ C*x ^ 0 , 因此,按共轭算子的定义， 
我们有 


(CC*x|x) = (C*x|C*x) > 0 ， Vx ^ 0. 
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这就意味着，4 = CC * 是个正定算子.对于乘积 c * c 也是一样. □ 

由建立在非退化算子情形上的命题1和命题2可以直接推导出 

定理 14设 F 是带有纯量乘积(*|*)的空间. F 上线性算子4的下列条件是等 
价的： 

i ) ^ = B 2 , S * = B ; 

ii ) A = CC *; 

iii ) ( Ax | x ) ^ 0. 

在 1 维的复空间，性质 i ) 和性质 ii ) 的每一个就是刻画一个非负 实数 ： z ^0 ,就意 
味着;^可以写成;^ = A 2 , A G R (性质 i ) 的特殊情形)，以及;^ 性质 ii ) 的特殊情形). 

9. 极化分解 上面提到的复 数与带 有纯量乘积的空间上的线性算子之间的平 
行性质可以延伸得更远，直到复 数的三角公式： 2 = \ zle ^ = 关于这一点， 

可见证于 

定理 15埃尔米特(或欧几里得)向量空间 F 上的每个非退化的线性算子4都可 

表达成 

A = VQ , (15) 

的形式，其中 P 是个正定算子，而 Q 是个保距算子(酉算子或者正交算子).分解式 (15) 是 
唯一的(称为算子4的极化分解). 

证明 按照命题1和命题2有儿 4* = P 2 , 其中 P 是个正定算子而且是唯一的平方 
m：V = VAA ^, 当然， P 是可逆算子.令 Q = P - U , 我们就得到表达式 (15). 只需证 
明 Q 是个保距算子. 

事实上，因为 P 而且 P V - 1 二 S = S * =⑺- 1 )* p * 今 ( p - 1 )* = ( p *) -1 = 

V ~\ 所以 

Q = V ~ X AA * ( P -1 )* = = £, 

现在，如果有两个形如 (15) 的分解, VQ = A = ViQu 那么，我们有 Q * 卩 = QlVi . 
所以. VQ - Q*V = PiQi - Q \ Vi , 从而 P 2 = Vl^V = 巧(平方根的唯一性)，而且，由 
此可见 ， Q = Qi 即同样判 明了极化分解 式的唯一性. □ 

说明 5显然， 

A = VQ = QQ ^ VQ , 

由此我们看到 

A = QVu 

其中 Q 是保距的，而巧= Q * PQ 是个正定的线性算子. 

当算子是退化的情形，极化分解式 (15)( 不要求 Q 有唯一性)也是对的.但是，我们 
转向分解的其他性质.对复数 A 在其三角分解中，因子的顺序可以不加区别： jzle ^ = 
e — |4现在,如果 M = VQ = QV , 那么 

乂 4* = VQ . Q * P * = V 2 = VQTQV = {QVf QV = A * A , 
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这就意味着算子4的正规性. 

反过来， 


A 4* = A*A => r 2 = VQQ*r = Q * r * VQ = Q -^ Q . 

但由 2 与 P 2 的可换位性可推出 2 与 P 的可换位性质，因为 P #是 P 2 的多项式(可 
由谱分解定理得出来).这样一来， 

A = PQ 是正规的 ^VQ = QV . 

> 



习 



1. n x n 阶的酉矩阵 A 何时能表成(乘法)换位子 _A= 的形式，其中也是 

酉矩阵？ 

2. 把雅可比矩 阵理解为形如 



biCi >0, 1 ^ i < n — 1. 


的实 矩阵. 证明， Spec ( J ) 7 1 c 远是实的且都是单的. 

3. 类似于定理13,如果，两个算子中一个是埃尔米特而第二个是保距的，那么，定理13还能保 
持正确吗？ 

4. 设乂，石是域只上向量空间 y 上的任意两个可交换的线性算子.证明，如果 j 和石均可对角 
化，那么，它们就可以同时被对角化，也就是存在一个基底，它由 j 的特征向量组成，同样，它也是 
由石的特征向量组成的. 

5. 证明，如果处石都是正定线性算子且= R4, 那么，也是正定的. 

6. 如果 S 4 = -A, 那么，证明 _ A 2 必为对称的正定矩阵.特别地，斜对称矩阵的非零特征值必为 
纯虚数. 

7. 设八石是埃尔米特(对称)算子，其中 之一， 比方说是人是正定的.证明， Spec ( j 5) 是 
实的. 

8•设 g ( x ) 是带有纯量乘积(*|*)的欧几里得空间的一个二次型.问，在单位球面 ( x | x ) — 
1上的哪一个点上，二次型 g 能达到极大和极小？更一般地，在单位球面的哪些点上二次 
型 g 取平稳值？也就是在该点沿各个方向求导数均为零.证明，下列论断是正确的. 

二次型 g ( x ) 恰好在单位球面上那样一些点上取得平稳值,这些点对应由型 g ( x ) = ( JT X | X ) 确 
定的对称算子 jr 的特征向量. 

特别地，型 g ( x ) 在单位球面上的极大值等于它的规范系数中的最大者,而极小值就是最小的 
系数(二次型的极值). 

9. 证明引理6的如下的延伸. 
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定理 16复的有限维向量空间上的任意一族可交换的线性算子必有共同的特征向量. 

10. 如果 

0 = {Ai G M n ( C ) \AiAj — AjAi ； i,j G J} 

是任意一个可交换的（两两可换位置的) n 阶矩阵的集合.那么，可以找到一个非退化矩阵 C 使得共 

轭集 

e~ 1 (5C = {C^AjClj e J} 


是由可交换的上三角形矩阵组成的. 

11. 按惯例， 设五是 n 阶单位 矩阵； Eij , 1 是矩阵单位.验证，矩阵族 


必 = {Eijll ^ i ^ [n 2 /2] , [n 2 /2] +l^j^n}u{E} 

含 [ n 2 /4] + 1个元素而且是由线性无关的，交换的上三角形矩阵组成的.把理解为分数的 
整数部分. 

12. 定理 [ I •舒尔， 1905]. 在 M n ( C ) 中可交换子代数的最大维数等于 [ n 2 /4] + 1. 

换句话说，需要证明，在 C 上两两交换的线性无关的 n 阶矩阵最大的个数是 [ n 2 /4] +1. 

事实上， C 可以用任意域只来代替. 

13. 证明下列论断.设 ( V ,(*|*)) 是个偶数 n = 2 m 维的欧几里得向量空间.再设 /( x , y ) 是 F 上 
的非退化的斜对称型.那么，必可将 y 分解成两个 m 维子空间的直和7 = R © F 2 , 并能找到一 
个(对(*|*))对称的非退化的线性算 子乂： F F 使得 

/ (x, y) = (xi|^y 2 ) - (x 2 |^yi). 

这里 x = xi +x 2 ,y = yi +y 2 ,Xi,yi eVi,i = 1,2. 
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正如我们不止一次地相信了这样一种可能性，即要解决把线性算子4 : y — 
y 的矩阵按类别化成规范型的问题，取决于它的基础域是代数封 闭的⑺ = C ) 还是不 
封闭的(只= R ). 特别地，它分别地对应了保距算子是酉算子和正交算子的情形.因为 
在复数情形代数图形(在损失某些几何直观的前提下)变得比较简单，所以常常把复 
数化算子(或者也说成是函子)用到实空间实算子,而借助于逆算子(实数化算子)再返 
回到原来开始时讨论的对象上去.我们仔细地把目光停在这里. 


1. 复结构 设 F 是 R 上的有限维 ( n 维)向量空间. 

定义 1如果给定一个线性算子 J : 其平方 J 2 = -5, 则说在 F 上定义 

了 一个复 结构. 



例 1 设 n =2 m ， J 是个线性算子,它对应矩阵 



(见第1章§4定理9的推论).显然，7在7上定义了一个复结构，因为 J 2 = - 五. 

~词组“复结构”可以证实这样一种状况，即对 ( y ， 可以变成一个 C 上的向量空 
间 t 令 

(a + i (3 )v = av - f 3 Jv , G R , v eV . 

分配律公理 

•* •，: < 

a(u + v) = au + av ， （a + 6) v = av + 6v ， a, b G C, u^v eV 

得到满足，因为 7 是个线性算子.其次，由 y = -5,得到 

__ 

(a + i (3) [(7 + ^)v] = (a + + 5 Jw ) = a( 7 v + 8 Jv ) + (3 J(jv + 8 Jw ) 

% 

— cr/v + aSJv + PjJv — f 38 w = ( cr / — /3 S)v + (aS + /3 j)Jv 

= [a 7 — P 5 - i ( a 5 + /?7)] v = [(a + iP)(j + ^)] v. 

所有的剩下的向量空间的公理也都被满足，因为 F 和 P 作为集合而言是一致的. 

定义 2称尹是与实空间 y 相关 的复化向置空间. 

我们来证明，例1不是偶然的. 

命题1有复结构的向量空间圹在阪上必然是偶数维的，而算子 J 在某个基底之 
下的矩阵必形如 (1) .进 一步， 

dime ^ = \ dimR V . (2) 

证明 假设我们已经找到了向量 ei ，…， e fc 使得 2 A : 个向量 e l5 ，…， e fc ， Jefc 原 

本是线性无关的了.那么，或者,线性包络 

% 

、 

v 

VJc = ( ei , J ei , • • • ， efc , J e ^) 

已经与 y 重合,或者，如同早就证明过的那样，还能找到 e fc+1 《 

立刻允许有 


Je k -^i = ae k+ i + v fc , a G R, v fc G 14. 
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于是,我们可以把算子7作用到这个等式的两端，得 

—^k+i — olJ efc+i + i/vfc 

注意，子空间 W 对于 J 是不变的， 所以，九 e 把得到的第一个关系式乘以 a ， 交 

换两边，再减去第二个关系式，就得到 

( a 2 + l ) e fc+ i = -avfc - Jv k G V k . 

但是，这与 efc + i 的选法相矛盾,故总有 a 2 + 1 = 0. 

把这个往线性无关的向量集合 W 上添加线性无关的元素的过程一直继续下去, 
最后,我们一定会有某个 m 使得整个空间有 

— V771 — (©1 ? 3^ ©ij * * * ， 6 饥， O' ®m) • 

这样一来 ， dimR V = 2 m , 并且在基底 ( ei , Jei , …， ㊀ 阶^^之下算子^/的矩阵恰 
好有如⑴形式.等式⑶则可以由向量 e fc 和在 C 上成比例这一事实 

直接得到. □ 

按存在性进行的推导重复了化斜对称型为规范型的过程(见第1章， §4). 

2. 实化 现在设 C 7 是 C 上的任意一个 n 维空间. 

定义3把 C 7 实数化并称为 C 7 的实化空间 C / r , 它作为集合，作为加法群都与 [/重 
合，但复数在它上面的乘法将被忘却，而用实数去乘向量仍如原来 C / 一样地实行. 

我们把[/简单化，由 n 维空间 


U 




〈 ei ， … ， e n 〉 


c 


得到 2 n 维空间 

= 〈ei ， iei ， • •. ， e n ， • 

就把 C / 实化了. 

最初开始定义3的^ = 在 V 上的乘法，按给定的关系 



3 ^ Gfc = - = _ Gfc? 1 ^ ^ Tl. (3) 

就变成了在 C 4 上的复结构,就是线子把在第1目中的看法用到对 ( C 4, J ) 上，我们就 
得到了作为与出发点的空间⑤相笨的复化空间，即 


Ur = U . 


现在，我们引进如下的 

定义4线性算子 Ar : [/r — C / r ， 它的作用与4的作用是一样的，被称为是线择 
算子乂：圹 —F 的实化算子. 4和的差别可以归结为作用结果的解释上： 


^ 〈 ei ， • • • ， e n 〉R + 〈 iei ， • • * ， • 
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与这个分解式相对应的 C 线性算子 j :U — U , 我们记成 ， A = A ! + U 2 , 其中人 

和烏是 R 线性算子且在基底 〈 ei ，…， e n 〉 之下分别对应实的 n x n 阶矩阵^ 4 和 A 2 . 
因为 

= + 2*42^) — —-4.2 e fc + ^4i e fc, 

所以，在基底 ( ei ，…， e n ; z ei , , ie n ) 之下，对 [ 4 实化算 子‘的 矩阵是 



⑷ 


我们看到，远非 W 上的每个线性算子都可以作为 C 7 上的某个算子的实化算子. 

设 A ⑺ R 是所有的实化算子的集合， 而/ ：( C 4) 是 C 4 上所有的 1 R 线性算子的向量空 
间，由定义或者由实化算子的矩阵解释 (4), 可以看出， 


(A + B)r = -4 r + Br, ( w 4 B)r = Ar - Sr, (< x 4 )r = < x 4 r , a eR. 


换句话说， £( C /) r 是/ ：( C / r ) 的一个子代数.显然， 

dimR £( C/)r = 2 n 2 = 秦 (2 n ) 2 = ^ dim C ( Um )- 

Zi Zi 

在我们的基底之下,线性算子 7( 复结构)对应矩阵 


Jo = 



E = E n . 


⑹ 


按其意义， A r -J = J ^ A r , 它对应很容易验证的矩咗关系式 Am . Jo = Jo . 烏.再加 
上，条件 

[a 1 a^\ ( 0 -e\ = /o -e\ /a 1 a 3 \ 

{a 2 a 4 J ^ oy 0/ ^2 a 4 J 5 

可以改写成(经分块矩阵的互换)形如 


( ^3 —Ai \ _ f — A2 — A4 \ 

\^4 —^2 / \ Ai A 3 J 5 

♦ 

我们看到，也= -A 2 , A 4 = A ± . 也就是说，所有的与可交换的 R 上的 2 n x 2 n 阶的 
矩阵必然形如⑷. 

于是，有下面命题成立. 

命题 2 (对复结构 J ) 所有实化算子的子代数/ ：( C/) R C £( C 4) 刚好由所有可与 J 
交换位置的算子组成. 

更为有趣的是下面的问题•设 y 是个实的维数为偶数的向量空间(比方说， 
dim = 2 n ) 且乂： y — F 是个线性算子.在1/上，什么时候能存在一个复结 
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构 J 能与4相适当，也就是,使4=化，其中 B : y — y 是复的 n 维空间 C 7 上的线性 
算子？我们未能触及部分内容精彩的情形. 

定理 1设 y = R 2 , 且乂： F — y 是个没有特征向量的 R 线性算子.那么，在 F 上 
可以定义一个与 4 相适的复结构 (详细情况进入证明就可以知道). 

证明按条他4有两个复共轭的特征根 A , 兄设 A = A !+ zA 2 , A !, A 2 gR , 且 A 2 _ 0. 
根据哈密顿-凯莱定理 M 2 - (tr A)A + (det A )£ = O , 也就是 

A 2 - 2 AM + ( A ? + \%)£ = O . ⑹ 


我们定义一个算子令 
或者,等价地， 

代换等式 (6) 的八我们得到 


^ = ^2 1 — AiS )， 

A = X ±£ + 入2工 


+ 2X1X2J + A21T 2 ) — 2 Xi{Xi£ + A21T) + + = 0， 


进而推出 


J 2 = - S . 


按照第2目的一般性推断，在 F 上就定义了复的直线结构 C 1 . 因为算子4可以与7交换 
位置，故4 = S R ， 其中 S : C 1 — C 1 是一个用某个复数相乘的线性算子，这个数，显 
然，就是 A . □ 

现在，我们证明 

命题3 det 乂 r = | det 乂 | 2 . 

证明我们直接给出基于元素变换的计算出来的成果，而不过分拘泥于实化的 
细节.因为 det Z = diO , 其中小横杠代表取共轭复数，所以有关系⑷，用记号 A = 
A \ + 2^2,那么 


♦ ♦ ♦ 

det Ar = det = det 




A 


2 


A2 

A , 


det 


A\ + %A^ —A2 + iAi 


det 


A 


A 


2 


A2 

0 

A 


A ! 


det 


Ai + iA 2 


0 


A2 


A ! 


IA2 


det A - det A = | det A \ 


2 


□ 


3. 复化设 F 是 R 上任意一个 n 维向量空间.可以直接验证：在外直和(即 

I 

向量空间的对 ( y ， V 0) 上带有运算 


a(u ， v) + c/(u’ ， v’） = (an + c/u’，av + c/v ’)， a, ol G R, 
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且用对应 

3 ' (U ， v) h (― v ， u ) 

定义了线性算子，它给出了上的一个构.称这个复结构为规范的. 

定义 5 与相关联的复向量空间1^^被称为是 V 的复化空间(或者复的包 

络). 

对此，我们引入专门表示 

y c ：= vev . 

如果把 C 看成是 R 上的2维向量空间.那么 

V c = V^ R C , 


这是向量空间的张量乘积中的一种特殊情形，它在数学中有广泛的应用(我们可以回 

顾一下第1章§ 4 ,而更详细的研究将在第6章§2中进行).因为 dim R (y ® y ) = 2 n ， 所以 
等式 (2) 对应的是 


dime V c = dimR V. 

按定义， i ( u ， v ) = J ( u , v ) = -( v , u ), 所以， （ u , v ) = ( u , 0) + i ( v ,0) •从而可将 
对 ( u , v ) 很自然地表成 u + iv , 于是， 

(u + iv ) + ( u ’ + iV ) = (u + u ’）+ i(v + v ’). 


其次, 


(a + i (3 )(u + iv ) — (cm — (3 w ) + (av + /3 u )， 


这是因为， 

r / 

» 

(af + l 3 J )( w ， v ) = a ( u , v ) + 0(- v , u ) ^=： (au — y 3 v , av + /3 u ). 

要记住这些规则并不困难，因为它们 rail 好对应作用在复数上的那些规则.向量 U + 
就简单地记成 u ， 从而实空间 y 可以看成是 y c 的一个子空间. 

定义 6 对于 R 线性算子4 : y — y ， 我们把 C 线性算子: y — y ， 

^l c (u + iv) = Au + iAv, 


称为 4 的复化 算子. 

我们有蕴涵式 


v = ( e i? … ， e n) R =>V C = (ei, • • • , e n 〉 c • 

i ^ 

♦♦ • 

^ ♦ * 

% N 

由此可见，算子 4 在基底 ( ei ，… ， e n ) 之下的矩1^4同时也就是算子乂在向样的基底 
之下的矩咗 B 卩 


A C = A 



特别地 ， det f = det AKtr A c = tr A . 因为， 

(-4 + B) c (u -f iv ) = (A + B)u + i(A + B)v 

= (^4 u + Bu ) + i(Av + Bv ) = (^4 u + iAv ) + (Bu + iBw ) 

=^4 c (u + iv ) + B c (u + iv ) = ( A c + B c )(u + zv ), 

所以 ，（4 + S) c = f + S c .类似地可以验证 ， (ABf = A C B C . 

类似于 f 继承了在 y 上的线性性质，更一般地,可以定义出奸的半线性型.例如， 
如果/是向量空间 F 上的双线性型，那么，可令 

/ c (x + zy , u + iv ) = /( x , u ) - /( y , v ) + z (/( x , v ) - f /( y , u )). 

作为一个习题，请验证，由/的斜对称性可以推出严的斜对称性. 

现在设是个带有纯量乘积(*|*)的实向量空间，那么，也可以在上定义纯量 

乘积 

_， 

(x + zy|u + iv) c := ( x | u ) + ( y | v ) - z (( x | v ) - ( u | y )). 

与此同时，如果对(％(+))是个欧几里得空间，那么，对 ( y c ，(*|*) c ) E 是个埃尔米特 
向量空间.特别地,在 W 上的模 ||* f 将用等式 

(||x + zy || C ) 2 = || x || 2 + || y || 2 

给出. 

返回到一般情形,如果4是 y 上的一个线性算子，而 & +化是^上线性算子 ，的 
属于特征值 a + i /3 的一个特征向量 ( a，b G y , a ,/3 G R ). 那么，与定义相对应，+ 

iAb = A c (a + ib ) = (a -f z /3 )(a + zb ) = (aa — ^ b ) + ab ), 也就是， 


Asl = as. — /3b, Ab = /3a -f ah. 

这样一来， 〈 a , b 〉 R 就是一个对于 j 不变的 2 维的子空间.因为是至少要有一个特 
征向量，所以，我们再次证明了第2章§3的定理 7. 

其次,要注意， C 上的每一个 n 维空间 C 7 必然同构于一个复包络 y c ， 它是由在 R 上 


挑选出来的向量空间 y 导出来的.这只要在 C / 中确定某个基底 (et 
有形如 E CXj Gj ^ Oi% ^ R 的向量的集合. 


,e 


)， V 作为所 


U = ( e l ? • _ • ， e n〉c = ( 〈 e l，• • • ， e n 〉 ]R). 


4 . 复化一实化一复化 

实的空间，我们引入记号 


把一个 n 维的实空间 y 复化后再实化就得到一个 2 n 维的 

W = (V C ) R . 


容易相信， 


W = y ㊉ ％ 


⑺ 
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在这里，说 F 是实 平面而 W 是虚 平面. 对照 (3), 我们在 HO ： 定义了算子 J = (^) R , 它 

是在 W 中用 i 相乘所得到的算子 C 的实化. Jo 是它的矩阵(见 (5)). 算子把实平面和 
虚平面交换位置. 

最简单的情形是 F = R ， = C 1 ; 进而 W = ( C^r = R 2 的情形.在复的直线上 
定义了复数取共轭数的算子 


a ^ i /3 a ^ ip = a — i /3. 


对于一般情形，在空间 (7) 上，有类似的线性算子 


iS：U + ivi—>u + iv = u — iv 


它对应的矩阵是 



拓展这种情形,研究任意一个 C 线性算子4 ^ F c (这个想法甚至可以用到 


线性映射4 : vf 4哎 , K 的情形).称算子：3: 


f c . 


A-u-^-iv = Z(u + iv), 


是乂的 复共轭算子. 此时， 

(-4)r = S - Ar - S. 

算子2在 C 上的线性性质可以由4的线性性质和复数取共轭的线性性直接得到.记 
线性算子 d 在空间 y 的基底 ( ei ，…， e n ) 之下的矩阵是4 = A 1+ a 2 , 而算子2的矩阵 
^A = A 1 - iA 2 , 其中义和都是实矩阵(见第2目的推理).由此得知，4 7的充要 

条件是可以把它写成乂 = (某个 y — F 的实算子的复化).利用复数取共轭的算子 
的概念，我们对有形如⑷矩阵的任意的实算子▲可以写出 

tr Ar = 2tr A\ = tv{A + 乂） = tr ^4 H- tr ^4. 

设 C / 是任意一个复空间.在第1章§4的第1目中，我们已经讨论了空间17的例子， 
并称它是复共 轭向量空间， 它与 C / 的区别仅仅在于纯量 乘积: AOx = Ax . 

类似地，如果 ( F ， J ) 是实空间附加上了复结$，那么，线性算子也定义了^个 
复结构,称它是 带初始端的复结构. 其次,如果 P 是 ( F , J ) 对应的复空间，那么，歹就 
是 ( F , -^)对应的复空间. 

现在，我们先把实化函子，继而再把复化函子用到复向量空间 F 上，就建立了规 
范的 C 线性同构 







为此，还需要注意，在(仏严上有两个 R 线性 算子： 规范的复结构算子 J ( x ， y ) = (- y , x ) 
和乘以 i = 7=1的算子,它对应7上带初始端的复 结构： i ( x , y ) = ( ixjy ). 因为 J 与 《可 
以交换,所以，在这个结构上它是 C 线性的.因为 J 2 =： -5, 所以它的特征值是士 i . 我 
们引进相应于这些特征值的两个特征子空间的规范 表示： 

F 1 ’ 0 = {( x , y ) G ( VR ) c | J ( x , y ) = i ( x , y )}. 

F 。’ 1 = {( x , y ) G ( VR ) c U ( x , y ) = - i ( x , y )}. 

两个集合 ^…和⑺， 1 ， 都是 (仏产的 复的子 空间： 显然，它们对加法和用实数乘都是 

封闭的.而相对于用7乘的封闭性质可由7和 i 的交换性得到.于是，我们可以说 F = 
yi，o ㊉ 还可以说, yl ，o 自然同构于而自然同构于 F 

由定义立刻可以得到，^，^是由向量 ( x , - ix ) 组成的,而 ㊇ 1 是由形如 ( y , iy ) 的向 
量组 成的. 对于给定的 u , v G 方程 ( u , v ) = ( x , — ix ) + ( y ， iy ) 有难 一 '解 ， x = 
(u + iv )/2, y = (u — zv )/2. 进而 F = F 1 ’ 0 ㊉ V 0 fl . 映射 x i ~> ( x , — Sx ) 和 x i ~> ( x , ix ) 分 

别是 F 到到⑼， 1 的 R 线性同构.此外，由定义,它们在 F 和 F 上分别与 准用可 
以交换位置，在 F 1 ， 0 和 F 0 ， 1 上可以与作用交换位置.这就完成了我们的构建. 

习 题 

1. 证实，欧几里得空间 F 上没有特征向量的正交算子 d (它只能出现在 dim 的情形), 

一定是一个与 F 相关联的 m 维复向量空间上的某个酉算子5 : C / — C / 的实化算子.在这种联系中， 
要注意，把酉空间实化就导出一个维数翻一番的欧几里得空间. 

2. 在复空间 C / 中选择一个基底，在这个基底之下，算子 j : F F 的矩阵是个上三角形，对 

角线上的元素是 Ai , , An . 证明命题3的公式. 

3. 设 C / 是 C 上的向量空间.复化空间1^同构于什么？ 

4. 设 ( F ,(*|*)) 是个欧几里得空间，是它的复化空间，4是0上的线性算子，它的定义法则 
是，对任意 u , v G y , ^4 (u + zv ) =u — iv . 问， / 是实化空间 （ y c ) R 上的线性算子吗？如果答案是 
肯定的，再问， d 是对称的吗？是正交的吗？是等方的吗？ 

§5正交多项式 

1. 逼近问题在数学和物理学里极其不同的问题中都会遇到在某个函数类中 
任取其中之一然后按给定的函数系分解的问题.不热衷于分析精确程度，那通常是在 
分析学教程中研究的，我们只限于纯粹地讨论这个问题的代数方面，讨论将会顺便 
触及到某些新的线性代数和几何问题. 

我们假设空间 C 2 ( M ) 包含了所有的实变量_在线段 a 彡 t 彡吐的连续函数(或 
者在以无穷远点为终点的区间上的连续函数)，它带有纯量乘积 

I 

if \9) = ( f ( t ) g { t ) dt . 
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当我们遇到必须要研究复函数的情形，小横杠表示取共轭数.在 C 2 ( a ， ㈠ 中将重点选出 
一 些光滑函数的子类，例如，二次连续可微函数构成的子类. 

用通常的办法引进函数/的模：||/|| = _.用距离 


g ) = 11/ 

就把空间变成可度量了.前面说过的一般问题的表述可基于对标准正交函 
数系#1⑷，#2⑴，… 

= S ij 


的研究以及对受“可逼近的”函数/ e C 2 ( a ，~ 支配的，用系数 aj 故出的线性组 


合 fa 职⑷的研究.逼近问题仅仅在这样一种情况下才有意义，那就是函 


数^⑷足够好，它是无穷次可微的，甚至是解析的. 

如果函数/⑷出现在物理学或力学的某种周期过程中，那么，自然地借助初等周 

期函数 sin 7Ti, COS 7Ti, n = 0，1, …建立函数系 kn ⑷一般情形，通常的多项式空 
间可以充当标准正交系的一个很好的来源.函数系# n ( t )} 的建立可以简单地归 


结为逐次地运用我们已经熟悉了的格拉姆-施密特正交化过程.我们很快就要研究这 


两个例子 ( Sin ， ms 和 RM )， 而现在停下来更准确地阐述一下对函数/⑷的逼近问题(也 
说是近似方法). 

2. 最小二乘法 设给定了一个标准正交的函数系 { pW )}. 如果/是 CMaJ ) 中的 
任意一个函数，那么，数 

c n = (/Ifn )，Tl = 1, 2, ••-, 


被称为是函数/对于伽 n (咐的 傅里叶系数. 因为 



/II 2 - 5^( 朽 1/) - X^(/i 〜） 他 ) 

3 s hs 



2 




〉 : c s c s 



c j°s 


S 


■ 

3 


s 


3^ 



2 


°3 c j 


c s c 8 





n 



2 


E 


2 


■ 

3 


s 


_ 

3 


3 = 


所以，永远有 

n 


E "/" • 

3 = 1 

不等式的右端与数字 n 没有关系，因而，事实上，就是满足不等式 


^2 \° k \ 2 彡 





或者，同样地， 
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£ (/1仰) 2 彡 11/ 
k = 1 



这个对任意标准正交系都成立的不等式 (1) 被称为贝 塞尔不等式. 它证明了具有 


非负项的级数 E hi 2 的收 敛性. 

fc 彡1 

在最小二乘法意义下， 对给定的函数/⑴用一个具有不变系数4和预先 

m 


给定的个数 m 的线性组合仰⑴去逼近，意味着，选取系数4使得平均平 


m 



方差/-^4 Mt ) 最小(按另外的术语，得到最小的平均的误差平方).这 

个问题的^^何意义是相当明显的.对于(无穷维的)向量空间^ = C 2 ( a ，0 中 

的向量/,我们在线性包络= (^1,^2, ••- ,^ m 〉 上构造一个向量它到/的距 

* « 
v . / 


离 II /-训是一个极小值.这也同样被称为是点 到子空间的最短距离问题， 或 
者，同样地称为 垂直线问题. 晚些时候，我们还会碰到这个问题，那是在真正 


点空间里面，而不是在向量空间中.我们总有直和分解 

F = [/ ㊉ [/ 丄， 


因为/ = / 0 + / i , 其中 / o 是/在 [/ 上的投影，而 A 是“由终点向量/”到 C / 上的垂直线(不 
再有任何意义的表达)，或者，同样地,是/在 C /1 上的投影.现在,如果 w eu y ip ^ / o , 

那么， 

I / ~ ^11 > II / ~ /oil - ⑶ 

事实上， fo-^pe [/并 进而有 /o - ^正交于 A = /-/(). 按照毕达哥拉斯定理 

II/ — 刘 | 2 = ll/ —/o + /o — 糾 | 2 = 11/ — /ol| 2 +ll/o-M | 2 ， 

从而得到不等式 (2). 

关于垂直线的实际问题可以转化为寻找向量/在上的投影 / o 的 问题. 把 / o 记成 


fo = ^l^Pl + _ • • + x m (p m ^ 

形式.由条件 

(/ — fol^Pj) = 0, j = 1,2, ••- ,m, 

再由可以表示成 m 个未知数的线性方程组 

+ 尤 2 ( 外 | 朽 ）+ • •. + = (/|^-) 5 1 ^ j ^ m ( 3 ) 

形式的条件，我们就找出了未知的系数 
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条件 (3) 就是在函数系{外,… ， p m } 没有标准正交化的时候也能成立.如果它已 
经标准正交化,那么，=(伽 ,_) 就是傅里叶系数，而且系 (3) 立刻给出 


x j = = Cj, 1 ^m. 

回到我们的近似方法问题，可以得到这样的结论，平均方差条件 || / - E II 2 ,当4 = 

Q 时将会取得极小值.顺便说 一句， 这也可以直接看出 






- 1~| 2 + K ~ c j \ 2 ' 

j=l j=l 


如果，当 m 增大时，对任意函数/ e C 2 [ a 凡 差模 



9 9 %/ 


j=i 


都能够足够 


小，那么，涵数系{朽⑷}就被称为是一个 完备正交系. 正如在已往的推断中已经看到 
的，{朽⑷}的完备性的必要条件可以归结为,对任意函数/都满足关系式 




乞 i(/i 妁 ) 



⑷ 


(帕塞瓦尔不等式). 


有关相对于给定函数类/⑷的完备标准正交系{%(〖)}的问题，首先由著名的俄 
罗斯数学家 B . A •斯捷克洛夫 ( B . A . CTeKJiOB , 1864— 1926) 提出的. 

完备性条件 (4) 可以表达成积分形式 


lim 





V/eC 2 (M). 


⑸ 


在满足条件⑹时,还可以说是函数序列(^⑴ 按平均收敛到 /⑷.一般说来, 

j=i 

按平均收敛不一定能推出按函数％⑷分解成级数，即/⑷= f 巧朽⑴.只有在 

J_=l 

oo » 

级数朽⑷一致收敛的情况下，据完备性条件 (5) 在积分符号下取极限函数， 

)=1 

同时把/⑷分解成级数的可能性才会变成现实. 

按平均收敛的概念，以及和它在一起的函数的完备系的概念，对于不一定是正 
交的、标准的系仍然是有意义的. 

3. 线性方程组与最小二乘法 与前面的说明有关,而且同样可以得到对于最小 
二乘法的补充信息.我们返回到由点到子空间的距离的计算问题. 

照旧，设 F 是个任意维数的带有纯量乘积(*|*)的向量空间，/是个固定的向量, 
而 [/ =⑷，…， e m 〉 是 y 的一个子 空间. 我们已经看出来，由“点，，/到空间 [/ 的距 
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离可以用向量 /-/ o 的模来度量，其中 / o 是 C / 中以町，… ， x m 为坐标的向量，而这些坐 
标可由线性方程组 

x^eile^) + X2(e 2 \ej) +- h Xm(em\ej) = 1 ^ j ^ m (6) 

来确定(见(3)，在该处用％代替妁).如果 ei ，… ， e m 是标准正交组，那么，％ =: (/|巧)， 
1 ^ j ^ m , 就是待定解.但是，解的存在性，也就是有唯 一 ^确定的由/到的垂直线， 
却不自然地与某个基底有了关系.我们知道，任何基底总都可以化成标准正交基底， 
所以 (6) 的解总是存在的,而且是唯 一 ^ 的.这意味着,行列式 

det ||( ei| ej )|| K 冰 m ， 

(也被称为向量组 ei ， … ， e m 的格 拉姆行列式) 不等于零.显然,如果向量组中的 
某一个向量#是其余向量的线性组合，那么，格拉姆行列式等于零.事实上，我 
们就证明了 

定理 1向量组 { ei ，… ， e m } 线性无关，当且仅当它的格拉姆行列式不等于零. 

这个断言不是新的(见§1定理 4). 与最小二乘法求近似问题一起，似乎，允 
许我们用全新的观点^彻底地完成线性方程组的求解问题.设给定一个 m > n 的 
线性方程组 

+ <^12^2 + • • • + ai n x n = &1 ， 

^ 21^1 + ^ 22^2 + • • • + CLn2^n — ^ 2 5 ，—、 


a m i 尤 1 + a m 2 尤 2 + 


# • • 


+ ^ mn^n 


bm - 


不失一般性，可以认为 r ank (~) 


n . 这种不定方程组是实践中可能发生的.例如， 
般大面积计算时，方程组 (7) 可能是不相容的，也就是说，它没有解.但是，可以尝 
试去找一组未知量的值巧，巧，…， d 使得平均二次误差 



(afci^i + a k 2X% + 


• + 


n ~ b k) 


2 


取极小值,我们把列 

ei = [ aii ， …，… ， e n = 


[ ain ，• • • 


， f = bi ，• • • ， b m 


解释成带有标准纯量乘积 

m 

([ W … , X m ] I [2/1, … ,2/ m ]) = 

2=1 

的 m 维欧几里得空间的向量.此时， 


^2 ( a kl X l + . • • + - b k) 2 = 

k=l 



2 
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n ' 

就是由4%到汹距离的平方.如果 [/ = 〈 ei ，…，〜丨是向量以，… ， e n 按线性无关 

i=l 、 

条件的逢性包络，那么，关于最小二乘法条件的问题就变成了已知的关于垂直的问题 
了，也就是，求向量 f 到 c / 上的投影问题.我们关心的原来的线性方程组的“近似解，，的 
分量…，4刚好是在相容的确定的“正规的”方程组 


(ei|ei)x? + (e 2 |ei ) 巧 + …+ (e n |ei)^ = (f|ei) , 
(ei|e 2 )xj + (e 2 |e 2 )^ + • •. + (e n |e 2 )x° = (f|e 2 ), 


(eDx? + ㈤㊀ 几 ) + … • + (ede^X = (f|e n ) 

之中，这个方程组的格拉姆行列式 det ||(6^|6 7 )|| ^ 0. 

4. 三角多项式 由很容易验证的关系式， 


可以推出，函数 



cos kt - cos lt dt =0 ， k 寺 l, 
cos kt - sin It dt =0, 
sin kt - sin It dt =0 ， k 



cos 2 kt dt =71 ， 

1 • dt =2n, 
sin 2 kt dt =n 


A/2T1 5 


cost, 


y/n 


sint, 


1 


5 v/S 


cos nt. 




sin nt 


构成了 如+1 维空间 y 2 n +1 W —个标准正交基底，而& +1 就是所谓的 n 阶三角函数多 
项式 

/ V CLq • 

s n \t) = — + ai cost + sint + • • • + a n cos nt + b n sin nt (8) 

的向量空间. 

对于函数逼近的一般推理表明，对任意函数/ e C 2 (-7 I ,7 x ), 带(似乎是可变的)傅 
里叶系数 



ao = n 





71 





f(t) sin kt dt^ 


1 ^ ^ ^ n, 


的三角多项 式&⑷ 给出了按平均值 ( n 阶)的最佳逼近. 

已经发展极为成熟的傅里叶级数理论要对不同的函数类解决它们是不是能给出 
最佳平均值逼近的傅里叶多项式的问题，而且还要求一致逼近，也就是说，无穷级 
数&⑷是否一致收敛，而且收敛致/⑷.特别地,对于在区间卜71, 71] 上的任意一 
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个具有自然条件 /(-7 X ) = / (71) 的连续函数/⑷，回答是肯定的.这个结论可以由即 
将在第6目中描述的魏尔斯特拉斯定理推导出来，我们不打算加以证明. 

我们有一个重要的技术性的说明.借助已经遇到过的欧拉公式 cosfct + isin U = 
6气对于复函数/⑴的三角函数多项式⑻就可以表达成更方便的形式 

n 

Sn(t)= ㈣ ^ ⑼ 

k=—n 


(请注意从 - n 到 n 的不寻常的对称)，其中 


Otk = 


2ao = 



f{t)e- ikt dt = 


= flfc —— ibk ， 



2n 


( fie ikt ), 


Aj 〉 0; = ci—k ib—k ， 


k <0. 


典型函数 

e int \n e Z 

给出了一个在区间 [-71，71] 上的复的标准正交函数系的例子，这可以由正交性关系式 





2tl 



直接得到. 

5. 关于自共轭算子的说明 三角函数(典型函数)的标准正交系完备性给出了一 
个需要从某些不寻常方面来注视它们的道理.事情在于，很多完备的标准正交函数 
系都是作用在 C 2 ( a ,6) 上或者某个子集合 D c C 2 ( a ,0 上的某个自共轭算子的一整套 
的特征函数(特征向量). 

一般来说，当 dim y < ooB 寸，自共轭算子 F 的可以对角化的性质并 
不能照搬到无穷维空间中来，这只要举个以缃乘的算子 A 的例子就可以说明白，算 
子乃是对称的 

(^ tf ( t ) lg ( t )) = [ tf ( t ) g ( t ) dt = j f ( t ) tg ( t ) dt =( f ( t )\： F t g ( t )). 

J a J a 

但是， T t e { i ) = Xe ( t ) => e ( t ) = 0, 所以算子 A 本身没有特征向量.这可能会使我们想 
起，在无穷维空间(即使是希尔伯特空间)上关于线性算子的其他的困难工作，而这只 
是我们引到的一个方面. 

更加重要的是要注意，许多数学上和物理上具有重大意义的无穷维向量空间上 
的满足一系列条件的算子都是自共轭的.而且，对于它们而言，一个自然地类似于有 
限维空间上的谱定理是正确的.也就是说，如果4 : F F 是个自共轭算子，那么, 
它的特征向量(函数)的标准正交系心在第2目的意义下常常是完备的.我们举一个 
简单而又通俗的例子来说明这个值得注意的事实. 
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进一步，设 (別 a ，6) 是二次连续可微函数的空间，它带有通常的纯量乘积 

% 

U\g) = [ 

J — Tl 

考察实函数的集合 

D = {/ e C^(-7i ， 7x)|/(-7x) = f(n), f(-n) = /’⑻} 

和以 D 为定义域的线性算子 

A= ^ : C 2 (-7X,7X) c 2 (-n,n), 

用分部积分法，得出 


( A /* (物⑼ 





71 



// 


( t ) g ( t)dt 


—71 


rmm 


n 



n 


/’ ⑴ 〆 ⑴汾 




m 9 f m 


n 



—71 


Tt 



71 


f ’[ t ) g ’[ t)dt 


—Tl 


/’ ⑷ 〆 ⑷心 


—71 



71 


/(% "⑴也 =(/ WI ^( O ) 


— 71 


这表明，在所做的假设之下，算子乂是自共轭的(对称的).关于它的特征向量和特征值 


能说明什么呢？设 
函数族 


d 2 m 

dt 2 


= V ⑴， 


f(t) e n. 


Mk cos kt + Nk sin kt 



就是这个定义在 1 U ： 带有已经阐述过的计算限制的方程的对应特征值 A = - k 2 (k = 
0,1, 2,…)的解.如果还存在某个特征值，那么，找到了一个与所有三角级数函数正 
交的函数(自共轭算子的对应于不同特征值的特征向量的正交性)，而由三角函数系 
的完备性可以知道这是不可能的.当 A = - fc 2 时，式已经穷尽了所有的解. 

这样一来,下面的定理成立. 

定理2 定义在区间 [-71,71] 上且满足条件 /(-71)=/(71 )， f '(- n ) = f '( n ) 的二次 

连续可微函数类的微分方程式 


~ f ( t ) = Xf ( t ) 

仅仅在 A = — n 2 (n = 0,1,...) 时有解.每个 n 对应一个二维空间 〈 cosnt , sirmt 〉， 所有 
的解， 1， cost , sint , - - •组成 C2 (—7 i , 71) 中的完备标准正交的函 数系 . 

术语“微分方程式”在这里暂且能理解为“特征值和特征函数上的方程式” 


解）= A / ⑷， 



其中， 


V 


n 


( 4 \ 


d 


m 




d m 


+ CLl ( t ) 


dt 


(*) 


是作用在所有的在区间 h ^充分光滑的函数组成的线性空间上的微分算子；而且我 
们还假定，如果/⑷是这个类中的函数，那么/⑻⑷=产⑻， A ; = 0,1 ，…， m - 1•利 
用分部积分法若干次，就得到 


V 




E(-l) 嚙。 


2=1 





Ai 

其中，对于算子的记法$。叫⑷意味着，把它作用到函数/⑷上就是开始先用 叫⑷去 

乘，然后再对 t 求 i 次导数.公式 (**) 定义了形式上的共轭微分算子的运算 D ^ D *， 称 
算子^是 (形式上的)自共轭的， 如果 =及 “形式上的”一词在这里可以理解为在定 
义中没有明显地指出来的空间上， D 实际上是个线性算子. 

6. 勒让德多项式(球面多项式） 回顾一下，在第4目中的魏斯特拉斯定理 

称: 在区间 a 彡 f 6上的任意连续函数/⑷都可以被这个区间上的 t 多项式一致逼 

近.换句话 .说， 对任意的正的 e > 0,对于/⑴都能找到一个次数 n 充分大的多项 

式 a 。 + ait + • • • +如尸使得 


| a O H - + • • • + 0>nt n ~ f (t) I < 己 ， CL ^ t ^ b. 

这个在分析学教程中早已证明了的定理，既表明了单项式的无穷系的完备性， 
又表明了按/⑷建立的相应的标准正交系的傅里叶级数均值(或按模)收敛到/ ⑷. 为 
了得到这个函数系，我们对单项式 A 施以格拉姆-施密特正交化过程.这个过程中产 
生的一系列正交的、标准的多项式是唯一的，如果把区间固定，比方说， 

并且约定,每个多项式的最高项的系数都是正的. 

但是，正交多项式族{^⑷}常常并没有被规范成具有积分条件11 %⑷II = 1.不 
管怎样，总可以有下列类型之1的局部性约定 

1) ⑴是打次标准多项式，艮 P ， ^ n \ t ) = Til ； 

2) 仏⑴ = 1. 

在任何情况下，都会得到平行的向量(函数)系，因为，正交性条件同样可以记成 

J t k ( p n ( t)dt = 0, fc = 0,1, ••- , n — 1. 

然后就可以再设 n = l ，2,3，_ ••并的正则性，我们得到多项式的 jHE 交系 

uo(t) = 1 , ui(t) = t, u 2 {t) = ~ ^ 以 3 ⑷ = 亡 3 - 誉亡 ，… ( 10 ) 

这是二百多年前 (1785) 法国数学家勒让德联系位势理论问题首先研究的.对于它们 
的一般公式，晚些时候再求证，现在，称具有型 2) 的正 则性： P n ( l ) = 1的正交的多项 
式族 

P 。⑷ =仏 ⑴= ▲ f 匕: ir , n = 1，2,… （11) 
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为勒让德多项式. 


我们来验证,事实上，多项式族 (11) 具有所需要的性质.按照牛顿二项式定理，我 


们有 


n 




k 


k=0 


n 


k 


j2{n—k) 


2n 


nt 2 n -2 + 


所以, 


Pnit) 


2 n n \ 


[2 n (2 n — 1)... (n + l ) t n + 次数彡 n 


2 的项 


(2 n )\ 

2 n ( n !) 


( 12 ) 


t n + 次数较低的项. 


这说明 ， deg P n (t) 




n , 而且,我们还得到了多项式 P n ( t ) 的最高项的表达式. 


其次,把求乘积的 n 次微商的莱布尼茨公式用到多项式妒 
1)"上,我们就得到 


l) n 




(亡 


l ) n (^ + 


肩卜 1 (: 


n 


fjn—k 

研(卜 


n 


d k 


因为，当 fc < n B 寸，多项式-1广一定能被 t - 1整除,从而，谢,它就变成 
零,所以 


Pn ( l ) 


n 


d n 


2 n n ! 


n 


dt 


n 


(t 


i ) 


n 


(t + i) n \t=i 


2 n n \ 


• 1 • n ! • 2 


n 


顺便说一句,我们应当注意，当 m < ri 时,求乘积(《- l) n (t + l ) n Wm 次微商的莱 


布尼茨公式给我们做出来一个既能被 t 


1整除,又能用 (+1 整除的多项式，即 


d m 


dt 


m 


if 


i ) 


n 


(亡 2 


1) • 以?71(亡)， 


m < n 


可见，多项式 


d m 


dt 


m 


(亡 2 


i ) n , 


m < n . 


在 ±1 处均为零.现在，利用分部积分公式，就可以验证 P n ⑴与 M , 
性.我们有 


參 ♦參 




n— 1 


的正交 
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kt 


k-l 


d n — 2 


dt n 


2 



ir\t\+k(k-i)£ 


t 


k-2 


d n ~ 2 


dt n 


2 


( t 2 - i) n dt 


逐次地降低(的幂指数,就得到最终的等式 


2 n n !(^| P n (^)) = (-1)4! 


d n 


-k-l 


dt 


n—k—1 




n 


+ 1 
-1 


o 


用这种间接的方法,我们不仅证明了勒让德多项式的两两正交性 


(八⑷剛）= 0， 


而且得到了序列 (10) 的多项式表达式 


U n { t ) 


2 n ( n !) 2 

(2 n )! 


Pn{t), n = 1,2, 




实际上，由一般的表达式，我们知道〜⑷和⑷仅仅差一个常数因子，而且，比较它 
们的最高项系数(见 (12) 式)就可以做岀低项的关 系式. 


可以验证, 


IIA ⑷ || 


2 



1 


Pn(t)dt 


2 


1 


2 n + 1 


(13) 


我们再设^ 


n 



i ) n •借助莱布尼茨公式对恒等式 


(t 2 -1) 


d _ 

dt 


w 


n 


2 ntw 


n. 


两端的乘积求 n + l 次导数,就得到 


(亡 2 - 1) 


d n +2 

dt n + 2 


w 


n 


+ 2(n + l)t 


d n+1 

dt ^ 1 


w 


n 


+ ( n + l)n 


d n 


dt 


n 


W 


n 


2 nt 


d n+1 

dt 71 ^ 1 


d n 


^ n + 2 n ( n + l )—^ n . 


把这个等式的所有项均乘以 l /( 2 " n !) 且采用 


d n 


2 n n \ dt n 


w 


n 


Pn[t )， 


我们就得到一个微分关系式 


(亡 2 — l )-^ P n ( t ) + 2 t — P n ( t ) — n(n + l ) P n ( t ) — 0 


(14) 


在空间 C 2 ( -1, 1) 上研究线性微分算子 


S 




( t 2 - 1) 


d 2 


d 


dfi + 2t dt 


d 

dt 


(t 2 - 1) 


d 

dt 
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它的定义域是 Cf (- l , l ), 其中，如同从前一样(见第5目)， C 〃( a ，6) 是带有通常纯量乘 
积的所有的二次连续可微函数的空间.算子是自共轭的，这可以由第5目末尾的一般 
公式(*)和(**)直接推岀来,可以改写成 

SP n (t) = n ( n + l ) P n ⑴， （15) 

形式的原来的等式 (14) 表明,多项式⑷是自共轭算子的属于特征值 A = n ( n + l ) 的 

一个特征函数.换句话来说,方程式&⑷= n(n + l ) x ⑷有非零解冲）= Pnit ) . 如果 

特征子空间以的维数能够大于1,那么， P 中就会有向量?/⑴# 0,它正交于⑺.因 
为自共轭算子的特征子空间相互 正交： 


( m = 0 ， 

因此，向量?/⑷就正交于所有的巧 ⑷， j - 0 , 1 ,..- . 但这与由魏尔斯特拉斯推出的 
系 (11) 的完备性相矛盾.出于同样的原因，算子 < S 必然没有不同于 n ( n + l ), n = 
0,1,…的特征值. 


这样,就证明了 (按魏尔斯特拉斯定理的模式)下面的断言 

定理3微分方程 


d_ 

dt 


(’ 2 — ”去工⑻ 


Xx(t) 


在定义于区间 -1 ^ t ^ 1上的所有二次连续可微函数族中，只有当 A 




+工）， 


77^=0，1，2/ • •时， 有解. 每个 Tl 对应唯一 


个解 X ( t ) 


Pn ⑴(精确到乘一个常数).上述 


的所有解在 c 2 (- i , i ) 中构成一个完备的正交函数系. 

我们研究过(极其短暂地)的微分算子盖和!(， 2 - 1)! 都属于一个更广泛的算 

子类,被称 为斯图姆-刘维尔算子类, 这类算子在数学物理$起卓越作用. 


说明 系 (10) 中多项式 


u n(t) = a n P n » ， 



2 n (n\) 

(2n)\ 


具有如下有趣的极小性.在所有的标准 n 次实多项式中，至少⑷在区间-1彡 
上按均值不为零. 




事实上，问题是积分 


1( f ) 



1 


1 


fitfdt 其中 f ( t ) =^ . g m 


的极小性.把多项式巧⑴的两两正交性和对于 || ⑴ || 的公式 (13) 应用到分解式 


m 



Pn(fy + 7n—lPn— 1 ( 亡 ）+ • . • + 71 户 1 ⑷ + 70, 7i ^ ^ 


上，我们就得到表达式 


1( f ) 


2a 


— 1 


+ 1 


+ 2 E & 



2i+ 1 ， 
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显然，在％ = 0，、0彡 S 彡 n - 1时,上面的积分取得极小值. 

7. 加权正交 以下述方式得到的为数众多的函数族是勒让德多项式的直 


接推广.设在区间 a 上给定了一个非负函数 p ⑷，我们称它为权函数.考 


察向量空间 

y(VW)) = {yW) tk 

或者它的有限维子空间 



R 


^n(\/pW) = {VW) tk \ l 彡 



我们眼前就呈现了关于在(或者 y n ( v ^ y )) 中选取标准正交基底的问 
题.把通常的格拉姆-施密特正交化过程用到这个函数类，得到满足条件 

_ _ f b 

(y/p(^)Qm(^)\y/p(^)Qn(^)) = I p(fyQrn(f)Qn{^)dt = ^mn 

J a 


的函数类 


| Vp ( t ) Q n ( t ) j 5 Q n (t) G R [ t]，deg Q n = n，n = 0,1， ••• • 

可以说{队⑷} 是相应于权 P ⑷的标准正交多项式 .在这个意义下，勒让德多项式 
就相应于权1的标准正交多项式. 

我们本来在一开始就引入新的纯量乘积 


( f \ g ) P ( t ) = / p ( t ) f ( t ) g ( t ) dt , 

J a 

那么，关于前面意义之下的多项式正交化问题,一如既往,可认定与固定的纯量乘积 
有关系. 

8. (第一类)切比雪夫多项式 具有多方面兴趣的俄罗斯数学家和力学家 ILJL 
切比雪夫 (1821—1894) 为函数逼近理论奠定了基础.他提出了正交多项式理论的基本 
思想，由权沖）= 1/ vT ^ 对应的极有特色的标准正交多项式类几⑷, n 彡0, ( a , b ) - 
(-1,1) 就是用他的名字命名的.下面就是它们的显式 


T n (t ) = 


(~2) n n ! 

(2 n )! 


广 1/2 


= cos(n arccos t). 


(16) 


特别地, 


规范化: 


T 0 (t) = 1 , T\(t 卜 t, T 2 (t) = 2t 2 - 1 , 
T s (t) = 4t 3 - 3t, T 4 (t) = St 4 - St 2 + 1 . 



T m (t)T n (t)dt 
\/l — t 2 



0， 

tt/2, 

丌, 


当 

当 

当 


m + n 、 

m = n 參 0, 

m = n = 0. 
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就第6目末尾的说明,我们看出,切比雪夫多项式在如下的意义上偏离零最 少：在 
闭区间 - 1 < ( < 1上绝对值的极大值在所有标准的 n 次实多项式的类中 

取值 最小. 


习 



验证，表达式 (16) 是对的，并且证明，切比雪夫多项式凡⑷是微分算子 


(， 2 « 


的一个属于特征值 n 2 的特征向量. 


9. 埃尔米特多项式 我们简短地考察一下埃尔米特多项式丑 n ⑷(更规范地应该 


i 兑是拉普拉斯-切比雪夫-埃尔米特多项式)，它是先分别选取 a 


00 , 



00, p ( t ) 


e 


t 


2 


，然后在单项式序列 l , 正交化基底上得到的.显式是 


H 0 ( t ) 


抑卜 (- i ) v 2 |^ 2 




1 , H^t) 


2 t ， H 2 ( t ) 




4 t 2 


2, H s ( t ) 




8 t 


12 t 


规范化: 



e 


Hm ( t ) H n ( t)dt 


0, 


当 m # n ， 


OO 


2 n n ! v ^ F ， 当 m 


n . 


这对读者来说是个不难的习题，只要掌握了第5目的内容就行.这只需要利用 
反常积分 



e 


dt 




OO 


的值以及在区间 (-00,00) 终点函数 e _ t 2 的所有乘积均趋于零的情况. 

其次,对 n 直接用归纳法，即可建立如下的命题. 


埃尔米特多项式⑷是微分算子 


K 


dt 2 


2 t 


d _ 

dt 


的属于特征值 -2n 的一个特征向量. 


在数学物理中，所谓的 埃尔米特函数 


^ n ( t ) 


t 2/ 2 


n t 2/ 2 d U t 2 


dn ⑷ = (-irv， ㉝ 


同样是很有用的. 


我们来证明，函数 Kt ) 是算子 


H 


dP _ 

dt 2 


t 2 



的属于特征值 -(2 n + 1) 的一个特征向量. 

为了这个目的,考察一个辅助算子 


M 


d _ 

dt 


容易确信, 


[ H , M ] 




HM 


MH 




2 


d _ 

dt 




2 M 


由此可以得岀，如果/是算子 W 的属于特征值 A 的特征向量，那么， M / 就是算子 W 的 


属于特征值 A 


2的特征函数: 


HMf 


W ， 人 f — _ 2 A ^/ + AA ^ / 


( A - 2 ) Mf . 


对 n 用归纳法,可以推岀关系式 


HM n f 


(A - 2 n ) M n f . 


因为 We 



e 


tV 2 , 那么，用 e — 的 




, 用 —1 替换 A , 我们就可以推岀这样 



事实，即对所有的 n > 0, ATe — tV 2 乃是算子 W 的属于特征值 一(2 n + 1) 的一函数 

另一方面,按 n 归纳,可以直接计算出 


e 


t 2 3 /2 d n .-t 2 


dt 


n 


e 


M n e 


n-t 2/ 2 


也就是 


Mt ) - (- l ) n M n e ~ t2/2 


这就是所有要证明的. 


习 



sin kt 


1 . 三角函数序列 e ^ 

1 V 

C 2 (— Tl , Tl ) 的傅里叶级 Si . 

2. 证明递推公式： 


在 R 上是收敛的.利用贝塞尔不等式证明，它不是任何一个函数/ e 


(1) 对勒让德多项式， 



n+1 


⑺ 






(2) 对切比雪夫多项式， T n + l ( t ) 

(3) 对埃尔米特多项式， H n + 1 ( t ) 






2 tT n ( t ) — Tn-l(t )； 

2 tH n ( t ) — 2 nff n — i ( t ). 


3. 不必依据第5目中的公式(**)而直接证明第6目中的微分算子的自共 轭性. 


4. 证明， f ( x , t ) = 

幂分解时的系数). 

5. 证明 ， max — ^ 

’ 一1 沐 1 2 n 


1 — 2 tx + x 2 


是对勒让德多项式的生成函数(把 Pn ⑷当做是 /( X ， t ) 按 


Z^ ； T ri(t) 


2n-l 





第 4 章仿射空间与欧几里得点空间 


对于生活在3维物理世界(用代表)的我们来说，离不开那些彼此之间放置成 
稀奇古怪形状的点，直线,平面,它们不依赖于挑选岀来的一个点——坐标原点打交 
道.显然,一般情况下,最好是用位移方式来研究由过坐标原点的直线和平面生成的 
几何对象.换句话说,暂且离开度量,我们希望能够把向量空间的自同构群加以扩展, 
使得所有的向量(现在，已经是“仿射空间”中的点)都等价，向量空间是齐次的.在这 
一章将引进所有必要的概念并证明仿射空间的一些最简单的性质. 

§1仿射空间 

1. 仿射空间的定义 正如上面已经指出过的，在任何一个向量空间中，与零向 
量结合在一起的坐标原点都起着特殊的 作用： 在空间的所有自同构之下，零向量总 
是保持不变.只能借助空间中的平移(平行的移动)把一般线性群推广之后，所有的向 
量才能是平等的(等价的).为了使这种思考获得准确的意义,我们引进一些定义. 

定义 1设 A 是一个非空集合,把它的元素叫 做点， 并且用％ , tV . •来 

代表. 

其次，设 y 是某个域只上的向量空间.把集合 A (更准确地，对 (A , y )) 称为是 
和 F 相伴的 (连带的) 仿射 空间，如果从给定的笛卡儿积 Ax y 到 A 的映射， (p,v) ^ 
p + v 有如下的性质： 

i ) 对任意 p e A 及任意向量 u, v EV 都有; ) + 0 = p , (p + u) + v = p + (u + v) 
(0 是空间 F 的零向 量)； 

"""" 1) 经常地，特别是在力学和微分方程理论中，符号尹代表对可微函数 p = p ⑷求导数咖/ 此在 
这里不会遇到这种情况. 
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ii ) 对任意两点汐都能找到唯一的一个向量 v G F 使得 ; )+v = 4 (这个“ 由汐到 4 
的向量”通常用应或者4 - p 来代 表). 

就把向量空间 F 的维数 n = dim ^ V 设定为与 y 相伴的仿射空间 A 的维数,为了 
强调维数的作用，有时写成 A ' 在科学与技术中，最令人感兴趣的是只= R 和只 = C 
的情形,也就是实的或者相应地复的仿射空间. 

按公理 ii ) 本身的意思可以推出，每个点^ G A 都对应一个集合之间的欢射 v — 
P + v : V ^ A . 另一方面，我们有集合 A 上的双射映射 

t v : pp-\-v = t v (p) , p G A, 

并称它是用向量 v 平移 A (或者平行移动 A ). 由公理 i )， ii ) 可以得到 


Cu — ^U+V5 tv * ^ — V — 6 

(e : = b 是恒等映射),也就是说， （_ v 也是个平移,而且是~的逆映射.可见,所有的 
平移构成一个群，它同构于空间 F 的加法群.如果令 


at u + f3t 


V 


亡 cm+/3v ， 


那么，所有的平移的集合就构成了一个向量空间.它是由空间 A 唯一确定的而且同 


构于 F ，用符号 A # 代表它. 


说明 要注意这样一个情况,在意义完全不同的表达式 u+v , 0 + v 中用了同一 
个加号+,但是,这不致于引起误解.其次,如果有 A 中的一些点众 S 使得 ; )+v = 
r +v - 5 ,那么,疏 K 作为等价类的不同的代表元素没有别的什么区别，这个等 
价类就用向量 v 来代表.记法0 + ph = q 使用起来很方便,有利于记忆.由定义可以 
直接得到一些用向量应作用的规则 


pq + qr 


pr , 



OP , 



0 


(P , 4 ，々是 A 中的任意点).由这些规贝！ I 可以写岀 


(Q~p) + (r-q)-=r-p 1 (q ~ p) = ~ (p ~ q) , p-p^O. 

« 

例1 如果 y 是域只上的任意一个向量空间，而 A = vo + C 7 是对子空间 [/ C F 的 
一 个陪集 ( vo 是 F 中的一个固定的向量).那么， A 就是只上的一个仿射空间，而且平 
移空间 A # = C 7. 每一个向量 V e C 7 都对应一个双射 v 0 + u^ vq + u + u 7 ,这些个双 

射满足公理 i )， ii ), 因为空间 F 按加法构成一个群.可以说, A 是空间 F 的一个仿射 
线性流形 (或者， 线性流形)， 而子空间是线性流形 A 的 方向. 

特别地，当 C /= F , 进而 A 作为一个集合与 F 重合的时候，就记成 K : = A ，把 
e V a 直接理解为某个向量 u e F . 于是,对任意 v e F ,有》+ v = u + v G K, 


且映射 K X F — K 具有性质 i ), ii ). 这个时候， ( V a f ^ V . 实际上,在同一个集合 y 
上定义了两个不同的代数结构. 

2. 同构在同一个域只上与同一个向量空间 y 相伴的两个仿射空间 A , 1自然 
地被称为同构的，如果存在某个双射映射/: A ^ A 7 使得对任意 V e y , 0 e A 都 
有 f (p + v )= / ⑼ + V (为了简捷,我们用同一种符号表示把平移~作用到 A 和1上 
得到的结果). 

给出更一般的 

定义 2设 A , 1是同一个域反上分别与向量空间 F , V 相伴的仿射空间.称映 
射/ : A 41是个仿 射映射 (或 者仿射线性映射)， 如果，所有的0 eAveV 都满足 
关系式 

f { p -\- v )= f ( p )-{- Df - V, (1) 

其中， D / : V ^ V / 是向量空间上的线性映射.有时，也称映射 D / 是映射/ 的线性 
部分 (或 者微分). 对于一个双射的仿射线性映射/,它的线性部分 D / 同样是双射的. 
在这种情形，就说 A 和1之间是 同构的 ，而当 A 时，就称空间 A 是借助于非退化 

仿射变换/实现的自同构. 

注意,在前面所说的一般表示0 + v = q 中方程 式⑴可 以写成 

Df •骑= f ( p ) f[qi (1’) 

定理 1具有相同维数的仿射空间 (A , F ), ( A、W ) 必然同构. 

证明因为 dimy = dimA = diml = dim ^ ,故存在双射的线性映射 JT : y — 
V f (第1章 §2 的定理 5). 取固定点 d G A 和 y G iV ,我们只要令 / ⑹ = y , A / = 7 , 就 
完全定义了/ U . 任意一点0 e A 都可以写成0 = 6 + v . 按照我们的定义，有 

f ( P ) = o ' + ^ v ). (2) 

当；)取遍 A 的所有点, v 取遍 F 的所有向量(按照仿射空间的定义)时，由于7是个双 
射, V +^( v ) 就取遍了 iV 的所有点.同样地,我们使得 A 中的不同点对应于1中的 
不 同点. 可见,/是个 双射. 剩下需要验证的是它的线性 性质. 事实上,应用⑺,我们 
得到 

/ (p + u) = / ((6 + v ) + u) = / (6 + (v + u)) 

— o f -\- ^*(v + u) = 6’ + (^(v) + ^(u)) 

= { d f -h ^( v )) + ^*( u ) = / ( p ) + Df - u . □ 

3. 坐标我们引入一个很自然的 

定义3 称点 d G A 和 F 的一个基底 ( ei , … ， e n ) 的集合 { dA ，…， e n } 是 n 維 
仿射空间 ( A , F ) 的一个 坐标系 (或 者坐标架). 向量荈在基底 ( ei ，…， e n ) 之下: 
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op = x±ei + ... + a; n e n 的坐标就被认为是点 p 在坐标系{6%，…， e n } 之下的 

坐标. 

由等式爾= oq — op 可以推出，如果: ri ,... ,: r n 是点 p 的坐标，而 2 / 1 ,… ，2 M 是 
点4的坐标,那么商在 ( e x ，…， e n )之下的坐标就是町 - 2 / 1 ,… ， x n — y n • 反过来，如 
果4 P + a ,那么，点4的坐标2/1,… ，2/ n 可以把向量的坐标 〜,•••，〜 与点》 的坐 

fel, ••- , x n 相加而得到: = 叫 + 而， f = 1， • • • ， /i • 

说明坐标系也可以用这样的 n+1 个点{如； Pl, • • • , pn} 给出,只要向量 PoW, …, 
V 6 P " u 构成空间 F 的一个基底即可. 

上述关于坐标的基本运算、表达方式，可以归纳为 

> 

定理2设 { po; pi, …，乂}是空间 F 的一个坐标系， e^:= popl , i = 1,… ，n •如 
果在这个系统里，点 p 4的坐标分别是町，… ，a; n 和2/1,… ，?/n ，那么，向量诗在基 

底 (ei 5***5 下的坐标 _ , . • • , 2/71 _ $71 •对任 * 思向里 a ~h * * * ~h dfiGfi^ 

点 p + a 的坐标是 rri + ai, … ,x n + a n . 

假定我们现在想从坐标系 {6; e l5 ... , e n } 向坐标系{夕; <,•••,<} 转化,那么，就 
需要给出夕在原来坐标系的坐标 …， b n (也就是向量3的坐标)以及从空间 V 的基底 
( ei , ••- , e n ) 到基底 ( ei ，…乂 ） 的转阵 A == ( c ^) (图 5). 设抑，…，^和:^，…， 



x f n 分另! I 是点 p e A 的老坐标与新坐标.由等式 


dp = oo r 


po 


^2 biei + ^2 x ^ 






X 


j a ij G i 


% 


3 


% 


3 


% 




(HjX j 


> : 


% 


_ 

3 


% 


可以推出 


n 


Xi 




〉: “ijXj + bi 


i 


1， 


♦ ♦ 


•，n 


⑶ 


3=i 


也就是 


X = AX f + B , 
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其中 



因为 det A # 0 ,所以 




X f = A~ 1 X-^B / , B f = : = A^B. 

# 

\bj 


4. 仿射子空间为了进一步的学习，我们引进 

定义4 设》 是 n 维仿射空间 (A , F ) 的一个固定的点， 而 UAV 的向量子空间. 
那么，集合 

U = p-\-U = {p + u|u G C /} 

被称为是 A 的一个 m = dim [/ 维 的平面 (或 者仿射子空间). 说 II 是经过点 p 的在向 
量子 S 间 V 方 向上的 仿射子 S 间.当 m = 0时，自然地，就是一个点，当771 = 1时，是一 

条直线，当 m = n - l 时，它就是一个 超平面 (与向量空间中的术语、规矩完全对应). 
还要说， c / 是平面 n 的 方向子空间. 

注意,如果4 = p + u , r=_p + v , u , vGC /, 那么 

S 

♦ . 

^ + (v — u ) = ^ + u + (v — u ) = ^ + v = r . 

， 

从而获 = v - u . 又因为 v - uGU ， 所以获 € ，可见 


q^r eU ^ qr e U. 


⑷ 


其次, 


5, g , r G n => 5 + G n , 


(5) 


这是因为 S = pH-w ,w G U 且帘 G U , 所以， s + qf = p -\-( w -\- qf ) , 其中 w + 获 e C / • 

反之,具有性质⑷和 (5) 的子集 n C A ，显然是在我们所定义的意义下的一 
个平面. 

也就是说，方向子空间 C / C F 作为所有形如, r G n 的向量的集合，由平 
面 n 唯一确定.在定义 n 时指明的点0可以用另外的任意一点彳 e n 来代替.事实上, 

4 ^ 

q = p ^ u , ueU , 所以 


q^U = (p^u) + U = p + (u + U) = p + U. 


由 n 的已知性质可以直接得到 
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定理3在一个仿射空间中的平面 n =6 + C 7 本身也是个仿射空间，它与向量空 
间 [/ 相伴. 

证明事实上，用 C 7 替换 F , A 满足的公理 i ), ii ) 在 n 上照样得到满足.其次，正 
如我们已经知道的，对任意两点4 , r G n ,向量 W =获属于 [/ 而且7^ = 4 + W ,同 

•7 

时 w 在 F 中是被唯一确定了的,这就意味着,它在 C 7 中. 口 

我们还要得出一些关于仿射空间 (A , F ) 的子空间的有用的事实.进一步假定, 
在这里，暂时地,基础域只的特征不等于 2. 对应于一般定义,在 r >0 维的平面 II 上,至 
少有两个不同的点^ ,彳 . 当 r = 1时 ( n 是条直线)，我们有 

II = {》+ Xpq\X G ^}. (6) 

定理4子集 nc A 是个子空间(平面)，当且仅当，它能整个包含通过自己上面 
两个不同点的直线 (char ^ ^ 2). , 

证明先设 n 是个平面.那么 ， u = p + u ,pe A ,u cv 是个向量子空间.如 
果 4 i , ^ 2 en , 那么,按照⑹，经过心 y 如的直线上的点必然形如 

Qi + A5T^2 = P + Mi + A^. 

« 

如果 4 i =p + ui , q 2 = p -\- u 2 , 那么， u i? U2 G U , q ^ = u 2 - u x , Mi = u x , 这就 
意味着 

qi + Xqiq2 =p-\- Ui + A(U2 - Ui) ep + U = II. 

反过来, i^ipeu ,u = { pq\q e n }. 需要证明， c / 是 F 中的向量子 空间. 根据条 
件，如果屯 ,^2 ^ n , pgt = ui , pq 2 = u 2 . 那么，在 A 的直线{心 +/ i ^ 2|/i €只}上的 
点 P + ui + a ( u 2 — ui ), 对所有的 a €只,都必然在 n 上.换目之, 


C/ =^ Ui + A(U2 




u . 


此外，因为 p e n ,所以 o 


当 u 


时，我们得到蕴涵式 U 2 eu ^ Xu 2 eU 


当入 


^ 时，由 Ui, 112 G U 推出 5 U 1 + 5 U-2 E U , 从而 Ui + ll 2 

^ L JL 


2( -U! + -u 2 


eu , 


可见 C 7 是 y 的一个向量子空间. 


□ 


推论 如果 ir 和 n " 都是仿射空间 a 的平面，那么，它们的交集 n = irnn " 或 
者为空集，或者也是 a 的一个平面. 如果 u ' u 〃 和 [/ 分别是 ir , n 〃 和 n 所对应的 f 
的 向量子空间，那么， u = u / nu ,f . 

证明 如果 n 只含有一个点，那么，命题成立 ([/ 是零子空间).现在设 n 至少含 
两个不同的点么，如.那么，按照定理 4 ,通过七和如的直线将整个地被包含在 rr 
中，同样也在 ir 中.从而，这条直线就整个地被包含在 n = irnn 〃中. 再对照定 
理4,我们就推出结论, n 是个平面.话又说回来了，这本来就是直接而且显然 的：如 

^pe n ’ nn ", 那么 ， n ’ = p + u f , u ff = p + u ff . 此时 ， 4 e irnn " =^ q = pW = p + u ", 
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其中 V = U 〃 e ir n n 〃. 我们看到, n 是由所有形如 p + u , ueu / nu // 的点组成.可 
见,它是个与 = u ， nu ，， 相伴的平面. 口 

定义 5称具有同一个子空间 c / 为方向子空间的任意两个平面是平 行的. 

显然,两个平行的平面0+ c / ,q + U 重合,当且仅当 , pqeu . 在任何情形,都有 

4 ㊆ (公 + C /) ， 

f 

也就是说,平行的平面可以由相互平移得到. 

现在,我们把定理2前面的那段说明弄得更仔细些. 

定义6 称仿射空间 A 的点加，九，…，〜处于普 通位置 (或者是仿 射无关的), 
如果它们不都属于任何一个 (m - 1) 维的平面. 

只有在 m < n = dim A 时，点加， pi ， …、 1 才可能有处于普通位置的性质，等 
价于向量…线性无关的条件，或者又等价于，对任意的另外一个 
指 标〗， 

PiPO ^ … r PiPi -1 ^ PiPi-\-U … ，ViVrk 

线性无关, 因为兩} = PoPj ~PoPi • 把线性包络 〈 PoW , …, PoPm ) 与 C / 联系起来,就可 
以推出这样的事实,即通过处于普通位置的点如，九，…， ▲ 能够引出，而且唯一地 
引出一个 m 维平面如+ C 7 . 

在 A 的任意的点集 W 的情形，所有由如 G W 出发且以同样也属于 W 的点0为 
终点的向量构成线性包络 C 7 的维数,等于空间〈茄 b e >0的维数,与点如的选择无 
关. 平面 n : = A(M ) ：= p 0 + u 可以看成是所有的包含州的平面的交集. 

定义 7称平面 n = A(M ) 是集合 M 的仿射包络. 

特别地，当州 = { ir , n 〃} 时就可以讨论关于两个平面 IT , n 〃 C a 的仿射包 
络 Air , n 〃） 问题. 容易看出，由 M 确定的仿射包络4(州 ） 是唯 一的； a(m ) 是包 
含 ir 和 n 〃 的最小的平面. 

例 2 IT = {对是个只含 2 维平面 (A ， R 2 ) 中一个点》的零维的平面 ， IT = 
{q + Xq^\X e M } 是 (A , R 2 ) 的一条 直线. 从而，自然地,只要 0 G II " ,则 A ( IT , IF ) = 

n ", 如果 p 隹 n " , 则 A ( ir , n ") = (a ， r 2 )• 

5. 重心坐标 在第 3 目的说明中已经产生了在定义 3 中用向量化勿 ，…， 〜代 
替处^普通位置的点如 ，心… ，乂的思想.任意点^ G A 的坐标可由记法0 = 

Po + y^^i - po ) 来 决定. 这个表达式从形式上可以变成 

i=l 

( n \ n j 

p= (1 - 卜 + _ 

\ i=l / i=l 

的样子,其中各个分开的被加项没有任何意义.更准确些，对任意点4 ,r gA , Ag ^, 
和 4 + f 以及表达式屻没有任何几何学上的解释,只有当 A = F 的时候可以除外.然 
而,有意义的是 
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定义8 


# 


设 A ， Pi , 


, Pm 是仿射空间 A 的任意的点.我们把任意一组满足条 


m 


件 E 


Oil 


1的纯量 ao , ai 


a 


m 


g 只与一个形式上的和 OLipi 放在一起，令 


i =0 


i =0 


^2 a iPi 


m 


P+^2 a i (Pi 


釣， 


i =0 


i =0 


m 


其中 p 是 A 中任意一 个点. aipi 是点 po , pi , …， p m 的带有系数 ao，ai 


i =0 


a 


m 


的重心组合. 

此定义是合理的，因为成立如下的命题 
命题1表达式 


m 


m 


m 


^2 a iPi : 



(Pi 


釣， 






1， 


i =0 


i =0 


i =0 


与点力 的选择无关. 


证明 实际上，用点 4 = P + v ， vey 来代替我们就得到 


m 


公 + V + 二 a “负 


P 





i =0 


m 


公 + v + 




% V 


9 9^ 

P + ^2 ai (pi 


灼， 


i =0 


i =0 


i =0 


m 


这是因为 



OLi V 


0 


□ 


i =0 


例如,可以谈一下所谓“点的半和，，# + # = ^+^( r - g ) ,但是,绝不可以谈论 

* Zi Zi Zi 

所谓“点的三分之一和” \ Q+\r • 

定义8如果任何一点 p e A 都可以唯一地表达成重心组合形式 


n 


n 


p 


^XiPi, Xi G 



Xi 


1， 


i =0 


i =0 


那么，称点组{如， pi , …，乂}是 A 的一个重心坐标系，而: To , 

重心坐标. 


, x n 被称为点汐的 


n 


再把对 于点》 的表达式写成0 = po + J 2 x ^ ( Pi - Po ) 的形式，我们可以看出，重心 


1=1 


组合的唯一性等价于系{如； ih-Ph … ，Pn - po } 处于普通位置，而这组向量(和 
P0 5 * * * , Pn — Po ) 就是 V 的一个基底.点如+ X 的重心坐标可以唯一^地按照向量 X 的 


n 


坐标町， •• 



, Tl ， • • • 5 


n 


以略有不同的方式加以推断，我们设 {6; 


； ei, …, e 


J 是几维仿射空间 A 的任意 
个坐标架， n m 是通过处于普通位置的点加，九，…，唯一确定的 m 维平面, 
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且 xi , …，4，0 < i < m 是它们的坐标.那么,任意点^ G II m 的坐标: n , …， x n 有 
唯一的方式表达成 

xj = < + 入丄 ( x ) - #) + …+ A m « -Xj) , j = 1，2,… • ， n . ⑺ 

这些方程式提供了一种可以称之为 n m 的 参数表达式的 方法.如果我们引进一个 
与\，…， A m 有关系的参数 A 0 满足关系式 A 0 + & +…+ A m = 1 ,就可以取得更进 
一 步的对称性.进而可将 (7) 改写成 

Xj = \ ox°j + Xix ) + …+ Xmxf , j - ,n (7’) 


的样子 • 

正如从下面的命题可以看到的，重心组合是可以很好地与仿射映射一致的. 

命题 2 i ) 设/ • A — A / 是个仿射映射， JL ^ o ? • * • ) Pm G A . 那么 



^2 xi = l . 

i=0 


ii ) 设点 00, Pi , • • • , Pn 给出 A 的一个重心坐标组合.那么，对任意点如，心，…, 

in eh! 都存在唯一的一个仿射映射/使得 

f(Pi) = 么 ， i = 0, l ，... ， n. 


证明对于断言 i ), 我们可以选择一个点^ G A ,就得到 



9 9 W 

yz^iPi 







i=0 


i=0 


a , , v 

= f(p) + Df 1^2 Xi (pi 


m 



= f ( p ) 



^2 XiD f ^ 



i=0 


i=0 


m 


m 


=f(p) + Yl Xi (/⑹ 


f(p)) 


5^ 恥/⑹ , 


i =0 


i=0 


从而证明了断言 i ). 


因为 A 中所有的点都可以唯一地表示成一个重心组合,那么，用公式 





y^Xjqj 


定义一个集合论中的映射/ u . 根据断言 i ), 这是唯一可能的定义，从而只需 
验证/是个仿射映射就行了.事实上 


n 


n 


n 


n 








y^Xjqj 


y^^ViQi 


i=0 


i=0 


i=0 i=0 

n 


n 


qo + ^2 Xi (qi -q 0 ) - 如 + f 2/i (么 


如 ) 


1 = 


n 


i=l 

n 


n 


XI ( 心一的 ）（ 么 ~^o) = Df ^Xipi 


^2 ywi 




i=0 


i=0 
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其中外 ： y — W 是线性映射,对所有的 i = 1，…， n , 它把和-加变成么 - 如.它是 
存在的，因为按假定， (Pi-Po , …、 pn -如、 是向量空间 F 的 基底. □ 

例 3在实的仿射空间 A 中，任意一个非退化的三角形的三个顶点都可以构成 
一个坐标架.比方说，如果(1,0,0)， （0,1,0),(0,0,1) 是三角形顶点的重心坐标，那么, 

Q , ^就是这个三角形的重力中心的重心坐标. 

6. 仿射线性函数与线性方程组 设 (A , F ) 是域足 h 的一个仿射空间.与定 
义2相对应,称/ : A — 只 是个仿射线性函数， 如果 

f(p + v ) = f ( p ) + Df . v Vpe A , v e v , 


其中 D / e F * 是 F 上的一个线性函数.按前面的说法，称它是函数/的线性部分(或 
微 商)，常量,也就是纯量,对应线性部分为零的仿射线性映射. 

选取一个坐标系 { d ; ，…， e n } 并用: n , …，: r n 代表点 p e A 的坐标,我们把 
函数/的值表达成 

n 

f ( p ) = f(o + op ) = E otiXi + a 0 , (8) 

i=l 

其中 a 0 = / (6) , ai = Df - ei,op = xiei + … + x n e n . 

反之，如果函数 /: A — 负的值可以按照公式⑻计算出来，且 v = r iei + ... 
+ r n e n , 那么，遵照定理2,有 


/ (汐 + v ) = 


OLi (xi + Vi) + a 0 



OLiVi = f (p) + Df • V, 


也就是说, / 是个仿射线性函数. 

说明令 ( A / + 洲）⑼= Xf ( p ) + fig ( p ), D ( A / + fig ) =入 Df + /iDg ,我们发现, 

所有 A — 只的仿射线性函数的集合<5就被赋予了向量空间 结构： 如果/, geS , 那么 


(入/ + W ) (p + v ) = Xf(p + v ) + fig(p + v ) 

= 入 { f ( P ) + £)/ • v } + /x { g ( p ) + Dg - v } 

= ( A / + fig ) ( p ) + (XDf + fiDg ) - v 
=( A / + i ^ g ) ( p ) + (D ( A / + fig )) - v , 

也就是说, Xf + fig e S . 现在,可以把 D 解释成 <5 — F * 上的线性映射.核 Ker D 就是 
由所有常数函数组成的<5中的直线 

我们再一次地回到线性方程组 


ailTl + ^12*^2 + • • • + (^ln^n = ^1 ? 


aml$l + ^m2«^2 + • • • + ^mn^n = 


⑼ 
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上来,并可以写成 

A ( p ) = o ,... ,/ m ( p ) = o , (90 

其中 / i 是仿射线性 函数： 

n 

fi(P) = ZcLijXj - bi. 

i=l 

设方程组 (9) 是相容的，而 X ?, -..,4 是它的一个解.取 X ?, ...,4 作为在某个 
坐标架 {6; ex ，…， e n } 之下点加的坐标(因此 ，力⑹ = -& ). 为简便起见,我们约定, 
就说点加本身是个解,在已知事实的基础上，可以推出这样的结论,方程组⑼或(妁 
的其他解必然 形如》 =如+ x ,其中 xe F 且满足线性方程组 


Dfi • X = 0， • • • ， Df m • X = 0. (10) 

在这里， AA 是函数 / i 的线性部分， D/i • x =E dij x j • 方程组 (10) 的解，众所 

周知，构成一个子空间 C / C F ， 维数为 n - rv 其中(是系 乃八 ，…， Df m 的秩 (见 
第1章§3的第5 目). 这样一来，系⑶的解的集合就是 n - r 维的平面 II = p 0 + U . 

反过来，任意平面 n = p 0 + u C A 可以给定一个线性方程组.实际上，根据 
第1章§3的定理4, n - r 维的子空间 C 7 C F 就是一个秩为 r 的形如 (10) 的线性方程组的 
解 空间. 其次，按照点 p 属于 n 的定义，其充要条件是碱 e C 7. 如果，: n , …， x n 

是点^在选定的坐标架之下的坐标，而： r ?, …，4是点如的坐标，那么，茄= 
{xj - ^ 0 ) e ,- ,从而方程组可采用 

3 

n 

〉: a ij { x j — O = 0, f = 1, • • • , 771, 

J =1 

或者 

n 

^ : “ijXj = bi^ i = 1, • • ’，TTl 

3=1 

的形式.其中〜=以 • 这个系的秩，依然等于 r . 

这就是说，已-证明了 

定理5设 A 是个 n 维仿射空间， A 中的所有坐标满足一个秩为 r 的相容的线性方 
程组的点构成 A 的一个 n - r 维的平面 EL A 的任意一个平面都可以这样得到. 

特别地,超平面给出一个线性方程式 


CL\X\ "j - (22^2 + • • • + a7i == 

把注意力停留在7^ < m 情形的线性方程组(线性仿射函数力 ） 上，我们将 n - r 维 
的平面 n 看成是超平面的交集.在不相容的线性方程组的情形,超平面的交集是 
空的. 
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7. 平面位置关系 设 (A , F ) 是个 n 维仿射空间.把同一维数的平面间的平行概 
念加以推广,我们引进 

定义 9设 IT = p + U f , U ff = q + U ff ( U f , U n 分别是 F 紙 Z 维的向量子空 
间) 且 A : < L 说平面 IT 平行于 n ", 如果 C 7" Q 

在& = 啲情形，就回到了从前的平行的概念上.如果 n〃 g IT ,那么，平行性条 
件就自动地得到了满足.盘点一下已经在平面和线性方程组之间建立的联系，我们 
可以断言下面定理是成立的. 

定理 6对任意平面 n C A 和任意点4 e A 都能找到一个，而且是唯一的，通过 
点 4且 平行于 n 的平面 IT , 同时还有 dim IT = dim n. 如果々 e n , 则 ir =n .如 
果 4 奈 n , 那么 n 与 ir 不相交. 

特别地，由同一个坐标系，用方程 

< 21^1 H - h a n x n = 6, a [ x [ H - h o / n x’ n = b f , 

给出的两个超平面 n 和 IT 的平行性意味着就是变量系数简单地成比例, < = i = 
1,2,…， n. 加上重合条件 n = IT ,就自然地意味着又加了一个限制,对同一个 A e 尽 
还有?/ = A6 . 

定义 10 称既不平行又不相交的两个平面 n,IT e A 为偏斜的. 

我们可以用某些数量估计来加深对平面间的相互位置的刻画.首先，如果平 
面 IT = p + u f , Il ff = q + U n 是相交的，而 6 是它们的一个公共点，那么，正如我 
们所知,仿射包络必 形如： 

U := A ( U f , U ff )=d + W , W = u f -^ U ,f . 

在此情形,根据第1章§2的定理6,必有 

m := dim II = dim W = k + l — i , 

其中 

k = dim U \ l = dim U ff , l , f = dim ([/’ fl C /") • (11) 

如果交集 IT nn〃 是空的,那么我们研究向量直线 K = {A^|A G 和子空间 

w ° = u f + u ,f + w . 

因为琦 iu r + U n (见习题 4.1.1), 所以， 

m = dim II = dim ( U r + U n ) + dim K = k + l — i + 1. 

显然，平面II。 =p + W ° 包含 IT = p + U f 和 n" = q -^ U ff =p + pq + U /f Cp + U ^ + V !. 

另一方面,所有的包含 IT 和 n〃 的平面必然都包含诗和直线 k ,从而就包含 IP. 换言 
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之,当 ir nu f/ = 0 的时候,我们有 n 。 = a ( ir , n 〃）. 这样一来， 

f k + i - i , 当 n ， nn "#0, 

m = dimA ( IT , n ") = < (12) 

(k + i-i + i , 当 n ， nn " = 0 . 

由关系式 (12) 决定的整数的四元组 

( i ， k ， l ， m ), (13) 

完全刻画了平面 ir 和 n 〃 间的相互位置. 

例4设 ( A ， R 3 缴檢控 | 司， IT 和 n " 是它里边的从而 n = 3, 

k = l = l . 这两条直线在 A 中的相互位置的各种不同的情形是相当明显的而且可以 
由图6反映出来. 



可试着介绍一下在实的 4 维仿射空间中处于偏斜位置的一个 1 维平面和一个 2 维 
平面 • 


习 题 

1 . 试验证，平面 IT = p + u f , n /f = q + U f/ 是相交的，即它们至少有一个共同点，等价 
• fpqeu f + u n (见定理 4 的推论). 

2 . i^A ( ni ,*.. , n m ) 是实的 n 雒仿射空间 a 中直线瓜，… ， n m 的仿射包络 .问， 在什么样 

的极小的 m 的情况下 A ( IIi , …， n m ) = A ? 

3. 设 ( fo , Pi , ••- , Pn )是71 维仿射空间 A 的一个坐标架，而泌，成， * • • , Pn) 是仿射空间1 
的 一 组 n + 1个点.证明，存在唯一的 一 个仿射映射/ : A —^ A / 使得 /( A ) = pi , i = 0,1, … ，n . 

4. 证明，点 fo ,》 i , ••- , p n 的有限多个重心组合的重心组合仍然是个重心组合. 

5. 设 A 是个 n 维仿射空间.证明，保持 A 中点的重心组合不变的映射/ : A — A 必然是个仿 
射变换(命题2中断言 i ) 的逆命题). 

6. 利用仿射变换的性质，证明已知的关于三角形的三条中线必相交于一点的定理. 
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§2欧几里得(点)空间 

1. 欧几里得度量 为了紧密地贴近3维物理空间，我们引进下列的 

定义 1称仿射空间 (E , F ) 是个欧 几里得(点)空间， 如果 F 是个欧几里得向量 
空间. 

“点”这个词我们通常将其省略掉，因为前面只研究过欧几里得向量空间，从而不 
致引起任何 混乱. 也就是说,欧几里得空间是个三元组 (E , F , p ), 其中 p (*|*) 是 E 中点 
与点之间的距离函数，即 


p ( P ，4) •• 


WpqW 




⑴ 


这里 ， （ u|v ) 是个由 F 上纯量乘积给岀的正定型. 

我们已经知道的(见第3章§3的第5目)度量空间中距离函数的性质可以分列 如下: 

i) P (P^ Q) = P(H 


ii) P ( 众 4) = 0 分 》 = 4 ; 

iii) P (P, Q) + P (Q, r)^ p (p, r) (三角不等式). 

往后,我们将用符号代表经过两个不同点^ 4的直线. 

定义2把向量两和技之间的夹角 p 


COSip = 


IKIMMII 


称为直线和 iiy 之间的夹角. 

定义3在欧几里得空间 ( E , F ) 中，把坐标系 {6; ei , , e n } 称为直角坐标系, 
如果 ex ，…， e n 是欧几里得向量空间 F 的一个标准正交基底: ( e ^ ej ) =〜，= 

1，2, • • • ，71 • 

设，在一个直角坐标系之下， E 中的点 f 和 4 的坐标分别是: T 1 ， $ 2 ，…，〜 

* ♦ 

和 2 / 1 , 2 / 2 ,…， 2 / n . 那么，向量应的坐标就是 2/1 - 町，…， y n - x n . 所以，对应于 

定义等式⑴， _ 

P ( p , 4) = \! {yi - Xif + . • • + (2 /n _ X n ) 2 (2) 


就是一个可以按照它来测量岀点与点之间距离的通用公式. 

定理 1任意两个有限的维数相同的欧几里得(点)空间 e 和 r 必然是同构的.这 
意味着，存在一个仿射空间的同构映射/ : e — r ,它保持点之间的 距离： 

p { M ) = p f ( f ( p ) J ( Q )) (3) 


( 〆 是 E ， 上的距离函 数). 

证明在 E 中选取一个直角坐标系 e 1? , e n } ,在掀中选取一个直角坐标 

系{夕；会 i ， … • ，缽} . 建立映射/ : E — E ， ，使得 

f ( d ) = d f , T (xiei + • • • + x n e n ) = xie [ + • • • + x n e f n . (4) 


_ §2 欧几里得(点)空间 _ 

因为，显然，线性映射7是个双射，所以，在§ 1 定理 1 的证明中引进的验证可以表明, 
/是仿射空间 E 和掀之间的与 D / 相伴的同构映射. 

此夕卜，点# = /⑼在坐标系 {A ei , …， e ^} 中的坐标就是 0 在 { 6 ; ei , …， e n } 
之下的坐标別，…， x n • 而且，由于在 E 和 r 中距离 p (九 4 ) 和 〆 ⑼, 〆 ）可以用相同 
的公式 ( 2 )( 借助基底的选择)计算岀来，所以，欧几里得空间同构的条件 ( 3 ) 同样得到 
了满足. □ 

我们引进一些新的概念. 

定义4 称集合 


PQ = {P + Xpq \0 ^ A ^ 1 } 

是仿射空间中连接点6和点^的 线段. 

按定义, pq = qp. 满足条件贫 = 0 的点 M 加通常称之为线段抑的中间点.在 
欧几里得空间情形,线段河的长度可以理解为量 

pq\ •= WpqW = p (p, q ) - 

2 . 点到平面的距离 设 II 是 n 维欧几里得空间的一个 m 维的平面 ，而》 是位于平 
面 n 外的一个 点. 再设 4 是 n 上的一个点. 

定义5 如果对任意 t , seu 都有(裔 | K ) = o ,就说直线 垂直 于平面 n , 并 
记成 11 以丄 n ;在这种情形下，称量 p (九 4) 是点》 到平面 n 的距离 (如果^ e n , 它就等 
于零)，而 P ,4 之间的线 輕:河 就称为点 6 在 n 上的垂直线， 记 成河丄 n . 

垂直线的长度是由点 P 到平面 n 的最短的距离， 8 卩，对任意不同于$的点^ e n , 

都有 P (^，0 > P (^,4) • 事实上,正如图7上可以看到的，充 = 裔+获是两个正交的向 
量之和，因此,只要 M 4就有 

p{p^r) 2 = (pr\pr) = (pq\PQ) + {qr\qr) = P (p, qf + P (4, r) 2 > p (p, qf 

(函数 p 的性质 ii )). 



设 n = 6+ c /. 由条件加丄 n , 把 n 上点 4 写成 4 = 因为 f = 丄 （第 3 章, 

§1的定理 7), 而發= x + 孩，其中 x € C /, 所以，向量球的分量孩€ [/丄存在并唯一 
确定. 
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为了具体地找到由6到 n 的垂直线，我们在 e 中选取直角坐标系 

{05 ei , • • • ， e m ，• • • ， e n } ， （5) 

其中以，…，构成向量空间 [/的 基底.可以认为乂 =荈是给定的.计算向量 
的坐标 

x = op-hpq = xiei H - hx m e m , 

我们就可以找到 II 爾 II . 注意到 

加丄 n 分 (pq\U) = 0 分 (pq\ e i) = 0 , i = 1 , ••- ,m. 

从而，有 

(x - v\ei) = 0, S = （ 6) 

4 

% 

进而得到 : Ti = ( v | ei ) , 2 = 1, ••- ,m . 

如果坐标系 (5) 并不是一个直角坐标系，那么，条件 (6) 可表达成 m 个方程的线性 
方程组 


( eile^xi + ( e 2 | ei ) x 2 + …+ ( e m | ei ) x m = ( v | ej ， i = l , …， m , (7) 

这个方程组已被证明有唯一解. m 个未知元的线性方程组有唯一解，当且仅当，它的 
行列式不等于零.方程组 (7) 的行列式是 


( ei | ei ) ••- ( ei | e m ) 
G (gi, . • • ， G m ) .. 

(em|ei) • • • {^m\^m) 


( 8 ) 


这样一来，被称为是向量 ei ，•••, e m 的行列式 G ( ei , e m ) 就不等于零.我 

们又一次地得到了第3章§5的定理1,实际上是重复了整个的推演. 

把我们的有关于垂直性的知识归纳一下. 

定理 2在欧几里得空间 E 的平面 n = 6 + C 7 外面的任意一点力都可以引一条垂 
直线加 . 它的长度 |加1 是由 P 到 n 的最短距离.如果6是我们在 n 上任意选取的一个 
点，那么， pq — ^ — op ,其中 x = Xiei +…+ x m e m 是 [/ 的一个向量，它在空间 E 的 
任意一个坐标系 ex ，…， e m ，… ， e n } 之下的坐标可以作为方程组的解按照克拉 
默公式计算出来 


= 


1 

G ( ei ， …, e m ) 


( ei | ei ) ••- ( ei | v ) ••- ( ei | e m ) 
( e 2| ei ) … （ e 2| v ) … ( e 2| e m ) 


( em | ei ) • • • ( ey ^ jv ) • • • ( c m | e m ) 







如果 ( e l 5 … • ， e m ) 是标准正交基底,那么 ,; Ti = (^ i \ op ). 

3. 平面间的距离设 n 和 IT 是欧几里得空间 (E , F , P ) 的两个平面， U=p + U , 

IT = # + V . 因为#可以用平面 IT 上的任意一点来代替，所以，不失一般性，可 

以认为如 air • 也就是说， 11 m , 丄 IT • 如果同时还有 11 m , 丄 n ,那么，线段如/就是 
到 n 和 it 的公垂线. 

引理 1如果线輕是到 n 和 it 的公垂线，那么，不管怎样的点$ eu , q f € U f 

都有 

p ( p ^ p f ) ^ p (4, q f ) • (9) 

证明设4 = 》+ u , 4’ = 》’+ U ’ • 因为》’ = 》+即’ ， 所以 ， 4’ = 》+即’+ U ’ 而且 

■■■■' > 

qq r = pp f + u ， 一 u . 

根据条件 = 0 且 p | u ') = 0 ， 从而 - u ) =0,而在这种情形,据毕达 
哥拉斯定理,我们有 

—>2 2 —^2 

m f = || u ’ - u || + 邱’， 

从而可得不等式⑼. 口 

引理2 在 (E ， F , P) 中任意两个平面 n,IT 间必定有一公垂线. 

证明设 n = 4 + v , n ’ = 4 ’ + V ’ • 选取点 P = q — u ^ p f = q f — u f 使得向 
量 ^ 正交于 t / 和 t /’ • 显然, pp f = u - u f - hqq ^ 因为 . F = ( t / + [/’)©([/ + ?7’)丄，所 
以，^ = b + c , 其中 b + cG ( C / + U ，) 丄， 而且 b 和 c 都是唯一确 定的. 此外, 
b = V + vZ , veU , VGU f . 我们就得到 

- y 

pp ’ = — u ’ + v ’ + v + u + c . 

如果我们取 u ’ = V , u = -v , 向量 0 即为 所求. 事实上, pp f = ce(U - C / / ) _L . □ 

由引理 1 和引理 2 差不多可以直接推岀 

定理 3对于任意两个平面 n, IT c (E , F , p), 都能找到点 f e n ,〆 e IT ，它 
们满足不等式 (9). 线段是 n 和 ir 的公垂线.这条公垂线能够被唯一确定，当且仅 
当， c/ncr = 0 ([/ 和 u ， 是 n 和 it 的方向子空间). 

证明事实上，如果如 Z 和时是它们的两条公垂线，那么/0(九#) = P (彳 W ) ， 于 
是按照引理2的证明应当有 U = u / ,即/ = p x + u , q = p-\-u , ueC/flV . 这样一 
来，公垂线与 t / nN 的向量相互单值对应，唯一性当且仅当 [/ nU f = 0 时成立.特别 
地,当 IT 是一个点的时候，即卩 = 0时,事情就更简 单了. 

4. 格拉姆行列式与平行六面体的体积第2目中解决关于垂直线的问题把我 

们顺便引入对格拉姆行列式 G ( ei , e m ) 不等于零的追求，这个行列式是按公 

式⑻ 计算出来的，它要求向量& ，… • ， e m 线性无关.可以把 G (%•••， e m ) 看成是 
平面 II 的方向子空间 [/ 上的二次型 g ( v ) = ( v | v ) 的矩阵的最后一个主子式 A m . 按着 
西尔维斯特准则(第1章§4的定理 8), G ( ei , … • ， e m ) = A m > 0 • 
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如果 e ! ，…， ern 是线性相关的，比如，设 em = aiei +…+ a m _ ie m _i (我们已 
经给岀子空间的基底),那么， 


m — 1 


(em | e 《) 


> : (®m |®z) 


i=l 



从而, G ( ei , ••• , e m ) 的最后一行就是其余各行的一个线性组合.这样一来, 
G ( ei , • • • , e m ) = 0, 且有下面的 

定理4向量组 e l 5 …， e m 的格拉姆行列式不等于零，当且仅当，该向量组线性 
无关.不等式 G ( ei , ••• ， e m ) > 0恒成立，它的特殊情形，当 m =2 时，就是柯西-布尼 
亚科夫斯基不等式. 


格拉姆行列式可以解释成为一个以卽 i ，…，卽 m (^ = 0 + e ^, S = 1 ,…， m ) 为 
边的平行六面体 P ( dpi , • • • , dp m ) 的体积的平方4 : 


P(6pl ， ... ，冰 m) = {tlOpl + - - • + t m OPm|0 (10) 

设 ( fi ,…， fm ) 是向量空间的一个标准正交基底， ei ，…， e m 是 [/的 一组向 
量(可能是线性相关的)，令 

m 

e j ~ a ij - 

i=l 

按定义我们计算岀 

« * 

Vm = Vm {p {opir- ,0Pm)) = |det \ , (11) 

这里与 [BA I ] 第 3 章 §1 的第 1 目的说明完全对应.因为基底 ( f l5 …， f m ) 是标准正交 
的，所以 


(^ m ) 


2 



2 




ail … aim 


^11 … CLml 

癱 

的 1 … CLlm 

^ml ^mm 


^lm ^mm 


^ml ^mm 


a ij 


det (a^), 

m 


(★•)， 


k = 


进而，有 


(^ m ) 


2 


( ei | ei ) 




( ei|e 


m 




參參參 




m\^m 


Gh ，…， e 


总之,格拉姆行列式等于一个以处 ••- , dp m 为边的 m 维的平行六面体的体积的 


平方. 


在教学参考书 [2] 中给岀了关于欧几里得空间中图形体积的更加充分的阐述. 
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1. 求出由点 f = (2 ， 1 ，一 3,4) 到平面 

II : 2^1 — 4^2 — 8^3 + 13^4 + 19 = 0， Xi + X2 — X3 + 2^4 — 1 = 0 


的距离. 

2. 求出平面 


III : XI + X3 + X4 — 2^5 —2=0, X2 + X3 — X4 — X5 — 3 = 0, Xl — X2 + 2X3 — 抑 — 3 = 0 
和平面 

n 2 : ( 1 , -2, 5,8, 2) + ((0, 1,2,1, 2) , (2, 1,2, -1,1)) 

之间的距离. 

3. 说明， （11) 式中的平行六面体的体积可以按照公式 

Vrrt — ||opi • h … lrrt - l \ 

% 

计算 出来. 其中 & 是由点九 +1 到仿射包络 A (6, 负,… , p m ) 的垂直线的长度. 


§3群与几何 

1. 仿射群 我们首先看一个例子. 

例 1按定义，实的仿射直线 A 与实数集合 R 是重合的.换句话来说，点土 e R 可 
以与实数 a G R 等同起来(我们将利用这种等同).直线的几何,在§1第2目的意义下, 
可以用仿射自同构来刻画.在这种给定的情形，映射屯 a ，p : A^A 按规则 

屯 a，/3 : $ 1 ~^ CXX + 0 ， QJ G M*， /? G M (1) 


来定义. 

如果需要,X就是点士在某个坐标架{6, e} 之下的坐标，即土 = 6 + a ^ ( x ) = 
(o + /?) + ax = d + (ax + 0 ). 用符号 A = Aff (R) 代表所有形如 (1) 的仿射变换的集 
合. 因为，任意两个变换屯《，/3，心 T €山，复合 

^Oi,(3 屯 <T,T = 屯 a<7,Q!T+/3 (2) 

仍然属于皋，又因为£： = h，o e A , 刚好是屯的逆变换，所以，集 

合皋连同自然的乘法运算⑵就构成了一个群(见 [BA I ]第4章§ 2 ),它被称为是1 维的 
实的仿射群. 由 (2) 可得是个非交换群，且映射 


7 T :步 a ， 卢 ^ a 
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是戾-> 1 T 的一个满同态,其中 R * 是所有非零实数构成的乘法群.明显地 , Ker 71 = 
{^|/? gR } 是耒的所有的平移构成的子解,它同构于所有实数构成的加法群 R + = 
{ M , +} . 我们就有了一个通常所说的群的态射的正 合列： 

0 — > R ~*~ — > Ai — > R * — > 1. 

现在，设 (A , F ) 是域足 1： 的一个 n 维仿射空间，/ : A — A 是个双射的仿射变 
换(仿射自同 构). 按一般定义(见 §1) 

/ (^ + v ) = f ( p ) + ^ v , 

其中，是 F 上的非退化的线性算子，一般情形,用 D / 表示之.根据条件, det ，#0, 
即线性算子^有逆算子它是仿射变换/- 1 的线性部分： 

厂 1 (jP + v ) = f - 1 ( p ) + 广 1 V . 

用 e 代表单位仿射变换(或者恒等变换)，它的线性部分是 f : VK . V ,我们看到, 
f • 广 1 =广 1 •/ = e . 

设/和 g 是空间 A 的两个仿射变换,它们的复合 

h = f . g •• p h f (g ( p )) 

依然是个仿射变换,而且它的线性部分 W =巧（，和 G 分别是变换/和分的线性部分) • 
实际上， 

h ( p -^- v ) = f ( g(p + v )) = f (g ( p ) + ^ v ) 

= f(g ( P )) + (^ v ) = {f - g ) { p ) + TQw = h ( p )-\- Hw . 

所有仿射自同构的集合 Aff ( A )=4 n (用上的乘法运算的结合性可由所有 A — A 
的变换的集合上的复合的结合律推出来(见 [BA I ]). 这样一来, Aff ( A ) 就是个群，称 
它是仿射空间 A 上的 n 维仿射群.我们就得到了下述定理的特殊部分. 

定理 1域只 上的 n 维仿射空间 (A , F ) 的所有的仿射自同构的集合 An (用构成 
一个群.所有的保持固定点6不动的仿射自同构构成一个同构于完全线性群 GL ( F ) = 
GL n (^)的子群人 ⑻ a C 人⑻.空间 A 的所有平移构成的子群刃= { t v |v G F } 在 
群(用中是正规的，而且属于正合列 

e — > T — > A n {^ i ) GLni ^^) — ^ 

中满射映射 D 的核. 

(正合性意味着 Imp = Ker D )• 

证明看仿射自同构 /, 分€ A n (^) o . 因为/(6 + x ) = 6 + x 和 〆6 + x ) = 6+ ^ x , 

所以 (/ o g)(d + x ) = f { g { d-h x )) = / (6 4 - ^ x ) = 6+ ^ x , 也就是 / o g e A n (^)6 . 
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可以类似地证明,广 1 e A n (^),. 单位映射同样也在人⑻ 6 中.这样一来， A n (^) d 就 
是人⑻的一个子群.对应 D •• fhDf = ： F ， 对任意/ e A n (^) o 显然是群人(用6到 
所有非退化线性算子所构成的群 GL ( F ) 上的同构. 

前面我们还曾注意过,平移构成的子解 r C 用同构于空间 f 的加法群.设 

是个平移,/是任意一个仿射自同构，它的线性部分是^,那么 

= (厂 1 = / _1 (/( jp ) + v ) 

= / - 1 (/( 约 ）+ ^ _1 v =p-\- T~ l w = tjr-l v (p). 


因为 0 是任意一个点,从而可以推出 

% 



(3) 


等式 (3) 表明， r 是乂以用的正规子群，也就是某个同态映射的核.我们来找出这个同 
态 映射. 

我们已经足够熟悉了的映射 D •• f 一 Df = r 的一个子群为它的核， Ker D = 
{fe A n { R)\T = £}. 这就意味着 


/ G Ker D => f(p + v ) = f ( p ) + v . 

在这种情况下，向量 u = (p + v)/(p + v ) = (p + v )(/( p ) + v ) = pf ( p ) 与点 p 没有关 
系，而且 /(p + v ) = (p + u ) + v = (p + v ) + u , 所以 ， f = t u 是个用向量 u 做的 平移. 
总而言之 , KerD = T . 另一方面,任选一个初始点6并建立任意一个 ， G GL ( F ), 映 
Mo + v ^ o + J - v , 我们可以看出 ， lmD = GL ( V ), 所以， D 是个双射 映射. □ 

我们还可以证明如下的断言. 

定理 2任意一个仿射变换 / : E -> E , 它的线性部分是， ， 都可以表示成/ = 
t & g 的样子，其中 t a 是加向量 a = o /( o ) 的平移,^是一个在给定点6处保持不动的仿射 
变换.这个分解与点6有关系.如果用点 V 代替点6，那么，需要取 Y = a + 来 

代替 a . 

证明令 a = ^mKg = t - 1 /. 我们已经知道, g 必然是个仿射 变换. 于是， 〆 6) = 

G 1 • /⑷ = la . /⑹ = /⑷— ° f (°) = d -由此可见, 分保持 々不变 • 

取另外一点 V 代替6 ,我们又得到 a / = 07(00 • 如果夕 = 6 + b ,那么，/(60 = 
/⑹十凡,或者，同样地 〆 + o , f { o , ) =6 +冗+凡，从而有 

a ’ = — b + a = a . {JF — S ^) oo f . " □ 

在一个固定的原点 6 e A , 群 Aff ( A ) 可以把自己表达成对 (7， v ) 的集合 ( GL ⑺, 
V ), { J = , v ) 的作用是 


(7, v)(o + x) =6 + Ty. + v 


⑷ 
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它的复合运算规律是 


(^*1, Vi) - (^*2, V 2 ) = (^1^2, Vi + ^iV 2 ). ⑹ 

实际上，如果 /i = (^ i , Vi ),2 = 1,2,那么 

(h • h) • (6 + x) = /i (/ 2 (o + x)) 

=/l (o + ^ 2 X + V 2 ) =6 + ^*1 (^ 2 X + v 2 ) + Vi. 

从而可得⑷和 (5). . 

现在，在 A 中任意选择一个坐标系 { d ; e ! ，…， e n } . 那么，按定义，点^ = 6 + x 
的坐标就是向量發 = x = y ^ Xjej 的坐标: ri , 如果/是个仿射变换， Df=!F 

是它的线性部分,那么 ， 1 

m = /(o)+JFx = 0 + 6/(6)+JFx. 

用2/1,…， 2 M 代表点/⑼的坐标，同样设研习= ，而 F = (/^)是线性 

算子，的矩阵,使得 1 

71 

(’ x )i = fij x j . 

j=l 

综上所述，我们得到 

71 

Vi = + b h i = 1 , ••- , n . ⑹ 


简记为 

F = FX + B , 

其中, fXJ 是相应的坐标列(与§1的⑻式比较,或者,更好地,与第2章§1的⑶式 
比较). 

2. 欧几里得空间的运动 设 (E , % p ) 是个欧几里得(点)空间•不必说，已经假定 

了只= R . 

♦ 

定义 1任意一个变换 /:E — E , 如果保持距离不变，即对任意 eE 都有 

p(f(p)J{Q)) = p(pA)^ ⑺ 

则称 /是一 个运动 (或者 保距映射). 

在运动/的定义中并没有先假定/是仿射变换,但是,实际上正如下面将要证明 
的,/本身必 然有： 

定理 3 变换/ : E ^ E 是个运动，当且仅当，/是个仿射变换，它的线性部分 
是 [/ 上的正交线性算子. 
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证明 断言的一个方面差不多就是显然的.事实上，任意一个以正交线性算子， 
为线性部分的仿射变换/必然具有性质 (7): 

〆 /(》),/⑷)= 〆 /⑼,/(汐 + v )) = /( p)/(p +vj 

= ll^( v )ll = l | v || = p(p + vj = \\ pq \\ = p ( p , q ). 

特别地,我们应该注意到，任何一个平移都是个运动. 

关键在于反命题的证明.我们把这个证明拆成几段. 

1) 简单地验证即可表明, g 意两个运动的乘积仍然是个运动.设/是个运动，6 
是个固定点 ， p = /⑷， Ma = cx / 且 t a 是加上向量 a 的平移.那么 , g = t : 1 . f 仍然是 
个运动.因为 

9{o) = = tZ 1 (d / )=d, 

所以 ， f = 其中 〆 6) = d ，也就是说，任何一个运动都是一个平移和一个保 
Wo 点不动的运动的乘积.我们只要能证明 g 是个具有正交线性部分的仿射变 
换就够了. 


2) a rfff , 设 g 是个运动, 〆 6) = 6 . 我们定义一个变换 G : 只要令办= 

dg(d + x ) ,也就是 

g{p + x ) = 6 + Sx . (8) 

变换^有性质 

90 = 0， ||^ x -^ y || = || x - y ||. (9) 

实际上，分 ⑷= 0 S 0 = 0 . 现在设 p = o + x , q = o + y ,那么, p ( p , q ) = ||y - x ||, 这 
是因为 4 = p-\-y - x 和诗 =y - x . 又因为分是个运动，所以， p ( g ( p ), g ( q )) = p ( p , q ) = 
||y — x ||. 于是，由 (8) 得出 ， 分(约 = 6 + Gx , g ( q ) = 6 + , 从而有 P (分⑼，分⑷ ） = 

||^y - ^ x ||. 于是,这就给出了⑼式. 

设 y = 0,我们就特别地得到包括了 (3) 在内的 

| px || = || x || • (10) 

3) 变换^保持纯量乘积不变，即 

{ Q ^\ Qy ) = ( x | y ). ( li ) 


事实上,按照( 9 ) 

|x|| 2 - 2 (x|y) + ||y|| 2 = (x - y|x - y) = ||x-y|| 2 = ||^x - ^y|| 2 

=(^x- Gy\Q^ - Qy) = ||x|| 2 - 2 (^x|^y) + ||^y|| 2 . 

把这个关系式再加上 (10) 就得到了 (11) 式. 
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4) 变换 G 是线性的,事实上,我们设 z = x + y , 则 z - x - y|| 2 = 0. 把这个等式 
改写得更详细些,就得到 

| z|| 2 + || x|| 2 + || y|| 2 - 2 ( z | x ) - 2 ( z | y ) + 2 ( x | y ) = 0 . 

由这个等式以及 (10), (11), 有 

|^ z|| 2 + ||^ x|| 2 + ||^ y|| 2 - 2 ( Qz \ gx ) - 2 ( Gz \ y ) + 2 ( Qx \ Qy ) = 0, 

✓ 

这等价于等式 ||Gz -0 x -0 y || = 0 ,也就是 - G^-Gy = 0 . 由此可见 

I 

^ (x + y ) = + Qy . 

等式 G ( Ax ) = 入 g x 可以类似地加以 证明. 

5) 证明的结尾.由 (8) 和前面 3), 4) 中已经证明过的，可以推出，9是个仿射变换, 

它的线性部分6?是个正交的线性算子. □ 

我们把第1目定理2的证明中的推理精确化，得 

定理4 设/是欧几里得空间 ( E , V,p ) 的一个运动，它的线性部分，是个正交线 
性算子.那么，必有 F 的对于，不变的正交的子空间的直和分解 

F = 厶 ㊉ 厶丄 (12) 

和一个点6 G E ,使得对任意 x G [ 都有= x ，而/ = t a - g , a G L JL ^ f ( o ) = o . 

证明用 L 代表 F 中所有在，作用之下保持不变的向量的集合.显然,它是个对 
于7不变的 F 的向量子空间.正如我们已经知道的(第3章§1的定理 7), L 丄同样也是7 
不变的,并且有分解式 (12). 

在 E 中任取一点夕并把/表示成/ = t a / • 〆 ， g f ( d f ) = o ' . 当用点6 = 6 ; + x 替换 

点 V 时,可以引出 a = Y + (7 — f ) x (定理 2), 而 〆 引出仏 Kg ( d ) = 6 . 

令 Y = b + c,x = y + z ,其中 b,y G L ,而 c,z G L* 1 . 我们来选择适当形式的向 
量 x . 线性算子， - f 限制在 L 丄上，它的核为零，因为 L n L 丄 = 0 . 所以％丄是 

非退化的.特别地,这意味着,存在这样一 ^ 个向量 z e L ' 使得 (f — £)z = - c , 从而 

a = b + c — c = bGL. □ 

3. 保距变换群因为所有的仿射变换构成一个群(定理 1) 且所有的正交线性算 
子也构成群(第3章§2的定理 2), 所以，按照定理1,欧几里得空间 E 的所有运动也同样 
是个群.我们称它是空间 E 的保距群,并用符号 Iso ( E ) 来代表它.因为同一维数的两 
个欧几里得空间是同构的 (§2 定理 1). 所以,精确到同构,对于每一个维数而言只有一 
个保 距群. 显然, Iso ( E ) 是仿射群 Aff(E ) 的一个子群.在 Iso ( E ) 中包含了平移子群 r , 
后者同构于向量空间 F 的加法子群.在一个固定点6 e E 处保持不变的所有的运动 
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的子群同构于正交群0 ( n ) , n = dim E . 如果 {6; ex ，… , e n }^ E 的一个直角坐标系, 
那么，运动/可写成形如 

Y = FX + A , (13) 

其中X = [xi, - - - ,x n ],F = [ yi , ••- , y n ] 分另！ I 是点汐和点 / ⑼的坐标歹！ J, 义 = [q ，…， a n : 

是向量 a e F 的坐标列， aXf 应平移, F 是正交矩阵. 

如果 , Fe SO (n) ,也就是 det F = 1，那么，称 / 是个固 有运动 .空间 E 的所有的 
固有运动的群用 Iso + ( E ) 来代表(话又说回来了，我们不会再用到它). 

保距群的元素，也就是所说的运动,会经常在几何学和物理学中遇到，所以，我 
们停下来,解释一下 n 不太大的情形是很有意义的. 

n = 1 情形 按照一般公式 (13), 有 

y = £x-\-a, (14) 

其中 e = 士1 (1 维的正交线性算子)，而 a 是某个常数,它对应一个平移.如果 e = 1,那 
么，我们得到平移直线.如果 e = - 1,那么， （14) 的另外一种写法 

2 / — d/2 = — (x — a/2) , 

引出一个想法去选择新的原点 : r = ^ + a /2, 2 / = y f ^ a /2 .现在，公式 〆 = -分表明, 
我们就有了一条对于某个原点 V 的反射(对称)直线. 

n =2 情形 选择直角坐标系 p ; ei , e 2 } ,在它之下,运动/的线性部分，引岀一 
个规范型(第3章,§3的定理 10), 可以看出，/的坐标的描述形式可以归结为下列之一 

1) = x + a , 2) x f = x-\- 3) x l = x cos (p — y sirup -\- 

y f = y -\-b; y r = ~y b; y f = x sirup y cos ip-\-b. 

在情形 1)， 我们得到一个加向量 a ei + te 2 的平移.在情形 2), 需要把坐标原点变 
成 V = (6, —b/2) ,也就是引进新的坐标系 77 : 

x = ^ (x 7 = ^ ) , 2/ = 77 (2/ ; = V + b/2 ). 


在此之后, 2) 的公式采用 

麄 

^ C + a, r/’ = —V, 

形式. 

在情形 3), 当# / 0 时,变换坐标原点夕 = (x 0 ,2/o) , 其中吻， 2/0 由方程组 


xo cos (f — yo sin p + a = xo , 
xo sin ( f^yo cosip + 6 = 2/0 
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决定•几何上，这意味着，的存在性可由定理 4 给出.在该定理的表达 
中 L = 0 (在，作用下没有不动点)，且 = e, 所以/ = 0 是个纯粹的旋转.如果进行 
形式地推演，那么，就引入新的坐标$ 77: 

x = ^-\-x 0 (x f = ^ + Xo ) , 

y = v-\-yo [ y f = r / + yo ) , 

这之后， 3) 的公式就具有 

^ ^ cos (p — 7] sin 

7 / = g sin w + 77 cos w 

形式了. 

这样一来,就证明了 

定理 5平面上的任何一个固有运动或者是个平移或者是个围绕某个固定点的 

旋转.可见，保持某点不动的固有运动就是绕这个点的一个旋转.平面的非固有运动 

可归结为一个相对于某条直线(在我们这里就是横坐标轴)的反射以及沿这条直线的 

一个平面平移•由非固有运动至少存在一个不动点，即可推出，有一条直线整个地由 
不动点组成. 

n=3 情形 再次依据第 3 章 §3 的定理 10, 我们力求在 3 维欧几里得空间 E 中选择 
那样一个直角坐标系 { d , ei , e 2 , e 3 } ,使得运动/的线性部分在这个坐标之下是个规 
范型,此时,对于/的坐标描述有下列的可 能性： 

1) x’ = x + a ， 2) x l = x cos (f — y sin p + a, 

y f = y + b, y f = xsinip^y cos p + 6 ， 

z f = Z + C ； z f = z + c; 

3) x’ = x + a ， A) x f = x cos ip — y sin w + a, 

y’ = y + y f = xsintp + y cos p + 6, 

Z 1 = —Z^r C ； z f = —Z + C. 

在情形 1), 我们得到一^个加向量 aei + & e 2 + ce 3 的平移. 

在情形 2), 当^ / 0时,类似于在平面上的作法，我们(经过坐标原点的变换以= 
(^ o , 2/0,0) )得到公式 

^ ^ cos (f — r] sin 

7/ = ^ sin + 77 cos 

〆 = /i + c . 


可见, / 是个沿直线 dV 加上向量(0,0,4的平移并以这条直线为轴旋转 p 角.这就得 
到了一个在力学中所说的螺旋运动(把螺母拧到螺栓上去). 


在情形 3), 采用新的坐标 ry , // : 


群与几何 


- 173 . 


y = f n , y f = rf ， 

z = c /2; z ’ = / i ’ + c /2, 

我们导岀公式 

f = € + a , rf = rj + b 〆 = 

这表明, / 可以被刻画成对于平面 II = 6^7] 的反射再加上与该平面共面的向量 ( a , 0) 
所施的平移. 

在情形 4 ),它是情形 2 )和 3) 的组合,公式可以化成 

^ ^ cos (p — rj sin w ， 

rf = ^ sin (^? + 77 cos 

由此可以得出， / 是个对于^ 77 平面的反射,再绕 d / i 轴旋转 W 角. 

定理 6 3 维欧几里得空间 E 的固有运动/必然是螺旋运动 ，即， /可以被刻画成 
沿某条直线平移且绕此直线旋转(螺旋运动包括纯粹的平移和纯粹的旋转). 

非固有运动是一个对于某个平面 n 的反射，并且，或者再施以加上一个与同一 
个 n 共面的向量的平移，或者再绕一个与平面 n 垂直的直线旋转#角（当 p = 时得 
到相对于点的对称). 

作为特殊情形,可以由定理6推出欧拉定理 (1776 年),按照这个定理,所有的具有 
一个不动点6的刚体位移都可以把自己表示成绕某个轴(通过点 6) 的旋转，还可以推 
出沙勒定理 (1830 年)，这是一个关于任意物体的位移都可以通过沿某个方向的无偏 
位移和一个以轴为方向的一个旋转来实现的定理. 

4. 与群对应的线性几何 按着125年前由 F . 克莱因 (1872 年)首先在其“爱尔兰 
根纲领”中明确叙述过的，现在已经被大众接受的观点，几何学可以被理解为给定 
群之下的不变量的集合.设 r 是某个集合，或者是我们还要再讲的点的空间， g 是所 
有 r — r 的双射变换群的某个子群.符合群 G 的几何学的目标就是研究 r 中在 g 的变 
换作用之下不变的空间图形(或者点的空间构型)的性质. 

所有的图形被划分成 G -叠合图形类，也就是说，图形少 i 是与图形％叠合的(或 
相等)并记为 A 2 % 是指： 至少有一个元素0 e G 使得企 2 =由群的公理可 
以直接推出，叠合性质是个等价关系，也就是有下列 性质： 

i ) 自反性(这是因为 ，^1 ~ ^1 = e (企 1 )， e 是群 G 的单位元)； 

ii ) 对称性(这是因为，企2 = g (少 1) 今企1 = e G , 也就是，仏 S 企 2 分 

少2殳少 1); 

iii ) 传递性(这是因为，少！ = ^ 2),^2 = h (^ 3 ) = ( gh ){^ 3 )). 
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这样一来,叠合图形的类与类之间是不相交的在线性几何学中要研究的空间 r 或 
者是线性(向量)空间或者是由直线派生出来的空间.最接近的例子是欧几里得几何 
_(r = E,G = Iso ( E )) 和仿射几何学 (r = A , G = Aff ( A )) . 这两种几何学已经由被 

研究的图形的集合区分开了.初等欧几里得几何学,在平面上处理直线，角，三角形， 
圆，等等，还有不同的图形元素中直线和角的关系.而仿射几何学以点与点之间的距 
离为发展前提.我们停下来研究一下在仿射几何和欧几里得几何中图形的最简单的 
性质 • 

定理 7设 ( E , F , p ) 是一个欧几里得空间.任意两个平面 n,ir GE 是叠合的 (G = 
Iso ( E )) , 当且仅当， dim II = dim IT . 特别地，所有的点都是叠 合的. 在仿射空 
间 ( A , F ) 和群<3 = Aff ( A ) 的情形，有同样命题成立. 

证明事实上,如果 n = p -{- u , u f = p f - {- c /， 且 /( n ) = n，，f eG ， 那么， Df ( u ) = 

U \ 又因为 det / : = det Df 妾 0 , 所以 dim C 7 = dim V , 从而，按定义 dim II = 
dim II / . 

反过来，设 dim II = dim U f = m . 在中选取一个标准正交基底 ( e ! ，… , e m ) 
(相应地， 在1/， 中选取一个标准正交基底 K , …， 然后把它扩展成整个空间 F 
的标准正交基底(^)(相应地 ， （<)). 于是，必存在正交线性变换 ， ： F F 使 
%Tei = i = 1, • • • , n = dim K 满足/⑼ =# 且 D / =，的运动/ 就把 II 变成 IT • 

在仿射空间 ( A , F ) 的情形，推理可以类似地完成.并不需要为标准正交性和正 
交性 操心. □ 

注意到在定理7的阐述中，点的叠合性还可以用另外的语言来 表达： 群 G 的作用 
在空间 E (相应地 A )的点上是可以传递的.传递性是 G 和与其相符合的几何学的一 
个最重要的性质.如果没有这一点，我们就丧失了不同图形之间“比较”的可能性.在 
仿射几何情形,群 Aff ( A ) 具有更加有力得多的性质. 

定理8 在仿射几 何中， （ A , F ) 的任意一个处于普通位置的 m +1 点的点组{加, …， 
Pm } 和任意一个也处于普通位置的点组{成, … ,^},0 < m < n , 是可以叠 合的. 

证明 把给定的点组扩充成仍然处于普通位置的点组{加,…，心}和说，…，沁 
n = dim A . 按定义,这意味着，向量组 ( e x = p 0 p { ,…， e n = poPn ) 构成空间 V 的一 
个基底，而 ( e 〖 是另一个 基底. 于是，可以找到非退化的线性 
算子7 : V 使得 /ei = e 丨.令 /( 九+ x ) = po~\r ^" x , 我们就得到了所求的仿射变 

换 / : A — > A ,它把色变成私 i = 0,1, • • • , n • □ 

明显地，定理8对于欧几里得几何，甚至于在 m = l 的情形，也不再对了，因为点 
^ , q 和点对的 Iso ( E ) -叠合必须满足条件 4) = p { v f A f )- 但是,这个条件却 
是充分的,这可以由定理7的证明看得出来. 

仿射自同构映射的几何意义同样可以由下面的推断看出来.我们考察任意一个 
双射变换/ : A — A , 有 


rs = Xpq=> f{r)f(s) = A/(p)/(g),VA G R 


(15) 



(这里的实数域 R 可以用任意其他域来代替).几何上,这意味着，/把共线的点变成 
仍然共线的点， BP ， 把仿_直线变成另外一条仿射直线. 

设7(应） = 我们看到(当 A = 1时)，变换 ， ： F F 的结果与点 e 
A 的选择无关，只要是3 =诗，就由向量诗本身决定了.可以证明，定义的这个映 
射，是线性的.条件， ( Av ) = A ^( v ) 可以由定义和条件 (15) 推导出来.任意两个向 

量 u , v G F 可以表 7K 成 u = pq^ = qr ,其中 p , g , r G A . 所以 ， u + v = pq -\-qr = 
pr , 而且 

，(u + v ) = f { p ) f ( r ) = f { p ) f { q ) + f { q ) f ( r ) = + Tw . 

可见，，是 F 上的线性算子.对任意彳 = 0 + X ， 我们有 

/⑷=/⑼ + /(p)/(^j, f(p)f(q] = ^(pq) = 


从而/⑺ + x ) = /⑼ + JFx ，也就是说， / 具有性质 (15), 显然是个仿射变换. 

反之亦然：如果/是个以，为线性部分的仿射自同构,而且只要 K = Xpq , ， 必 

有7问)= A ^(^). 而/⑷= /(/ + rs ) = /( r ) + ^{ rs ) ,因此, T { rs ) = /( r )/( s ) •我 

们就证明了 

定理 9 双射映射/ : A -> A 的性质 (15) 是仿射映射的固有特征. 

现在看一个特殊情形彳三点在同一条直线上(通常说是共线三点)，且0兴么 
于是,可以找到一个数 A 使得 

pr = Xpq . (15’) 

定义 2公式(1趵中的数 A 被称为共线三点众 Af 的最简比例，并记为吆6卟 
显然，由定理9可以得到 

推论 空间 A 的仿射变换/保持点的共线性质并保持共线三点组的最简比例. 

公式 (150 还可以写成“加法型”公式卜 p = Ki ~ P ) ? 这直接意味着,在直线 
上点 f 可以写成々= (1 - \)p + \ q 的样子.特别地，在仿射几何中，处于线段甸内 i 
的点7\0 < A < 1 ,内点的比例是有意义的.前面我们已经指出过,线段的长度是欧 
几里得几何的概念,而线段的中点是个仿射概念. 

5. 欧几里得空间的仿射变换 在我们的周围世界到处呈现出仿射变换作用的影 
响.最简单的例子是松紧带的压缩.我们还要更仔细的考察某些事实.在第4章§2,我 
们已经约定，把量〜= | det ( a ^)|^ 理解为 以咖, … ， dj > n 为边的平行六面体•？(_，•••, 
dp n ) 的体积％ ,其中(叫）是由欧几里得空间 F 中的标准正交基底 ( ft ，…， f n ) 向基 
底仏= = 1 ,…， n 的转换矩阵.另一方面，如果 g 是以 G 为线性部分的仿射自同 
构,那么，向量 G e 1? .. , ge n (严格地说，是与这些向量匹配的线段)构成的平行六面 
体的体积是< = |det ( b jk )l 其中矩阵 ㈨ 可以按下面的规则计算出来.设 


Qfi 


9 V 
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那么， 

^ h 3kfj '= Q^k = ^a ik gii = ^aik^gjifj = ^ (^2gjia ik )fj, 

3 i i j j i 

也就是 bjk = ^2 9ji a ik ? 从而 

» 

1 B = GA . 

进而有 

v r n = I det ( b jk )\ = I det G | • = I det g \ - v n . 

我们就引出了下列结论 

定理10 在 n 维欧几里得空间的仿射变换之下， n 个向量构成的平行六面体的 

体积就被乘以一个转换行列式的绝对值.换言之，在仿射变换之下，平行六面体的体 
积比保持不动. 

同样地，也可以归纳出对于欧几里得空间其他任意形体的体积. 

下列命题有直观几何意义. 

定理11 n 维欧几里得空间 ( E ， F ) 中所有非退化的仿射变换/都是个乘积 

i ) 施以某个向量的平移； 

ii ) 保持某个固定点6不动的旋转； 

iii ) 沿着相交于点6的相互垂直的轴的 n 次压缩(或伸张)的复合仿射变换 ft . 

证明 实际上，按照定理2, / = 4 • ^ ,其中咖 ） = 6，对某个点6 . 如果0是变 
换夕的线性部分，那么，按第3章§3的定理15, G = VK ， 其中，: D 是 F 上的正交线性 
算子，而 W 是个正定的对称矩阵.相应于第3章§3的定理6,我们在 E 中选择直角坐标 
系 {6 ;ei ，… ， e n }， 此基底之下， 算子 H 有规范形式 

Hei = \iBi r Xi > 0, i = 1, ••- , n. 

于是有 

f = t &. d . h , d(d + x ) = 6 + Vx , h(d + x ) = 6 + Wx ， (16) 

因此， d 是空间 E 的一个旋转，而 h 是仿射变换，它可以写成一个乘积形式 

h = hih 2 '- h n . (17) 

这里，^是以?4为线性部分的仿射变换： 

= 1 ^ & 时； = • 

公式 (16) 和 (17) 给出了所要求的仿射变换/的分解. □ 

6. 凸集 回顾一下点的重心组合的定义(§1的第5目） 


V — 入 000 + Aipi + • • • + A m p m ， A。 + Ai + . • • + = 1 ， 


( 18 ) 
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和重心坐标的定义，我们现在可以看出，当 m = lfl 寸，点0 + A 也 ， Ao + A 1 = l , 

EKg 了齡直 线11如血. 当 m =2 时，点》 = 入 0 加 + A 也 + A 2 》 2 ， A 0 + Ax + A 2 = 1 , 

Ai >0 就取遍了以加，九， h 为顶点的开三角形. 

事实上，三角形的内点就是线段的一个内点，而^是线段和允的一个内点. 
即，有 

p = XoPo + Ag , A 0 + A = 1， A 0 > 0 ， A > 0， 

q = aiPl + OL2V2 , + 0^2 = 1 ， > 0 ， 0^2 > ()• 


可见， 

V = AoPo + K a iPi + a 2P2 ) = AoPo + Aipi + A 2 P2 , 

其中 \ = 久处 > 0, A 2 = Aa 2 > 0 ，且 A 0 + Ai + A 2 = 1 (直接计算或由 §1 习题 4). 

1 

反之，如果0 = Aopo + ^iPi + 乂^2及 Ao + Ai + A2 = 1, 

Ai >0 ,z = 0, l ,2, 所以 ， p = Aopo+Ag , 其中 A = A1 + A2 > 

'*4 ♦ 

0 ， A 0 + A = 1 ，进而 4 = a ± p ± ^ a 2 p 21 a ± = A 1 /( A 1 + A 2 )， a 2 = 

鲁 : " 

A 2 /( A 1 + A 2 ), 因此， 0^1 > 0， OL 2 > 0, OL \-\- OL 2 = 1- 也就是 

说，彳是线段 0102 的内点，而^是以00， Pi , P 2 为顶点的三角 
形的一个内点(图 8). 

用类似的方式推断 m =3 的情形，我们就得到了四面体，而对任意 m 彡 n 的情形， 
就得到单纯形.于是就有了下面的 

定义3 称所有形如 (18) 的具有正的重心坐标， ••• ， A m 的点的集合是 
以 Po , Pi ，…， i > m 为顶点的 m 维开单 纯形. 对于点系如， pi , - - - , p m 的非负的重 

心坐标，相应地，称为 是以加 ，和 ，… ， p m 为顶点 的闭单 纯形. 

• - 、• 

定理12 在仿射自同构之下，任何单纯形的像仍然是个单纯形.所有的 m 维的 
单纯形在仿射几何里都是叠合的. 

证明这差不多就是显然的. 设 f:A — A 是个仿射变换，它的线性部分是线佳 
算子7 : F — F . 把/作用到人彡0的等式 (18) 的两部分上，并利用§1的命题2中的 i )， 
我们就导出等式 



f(P) = A 0 /(po) + Ai/(pi) + …+ Xmf{pm), 

这意味着，/(釣是以/(^)) ， f { jPl ) ，…， f ( pm ) 为顶点的单纯形的一个点.定理的最 
后面的论断只是定理8的论断稍加改动而已. 口 

定义 4设 (A ， F ) 是个仿射空间，说子集 M C A 是 凸的， 如果它能整个地包含 
它的任意两个点》，4所形成的线段; 

单纯形是凸集的一个重要例子.明显地，任意多个凸集的交集仍然是个凸集. 

定义 5包含一个给定的集合 M 的所有凸集的交集被称为集合 M 的凸闭 
包且用 C ( M ) 代表. 
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显然， C { M ) = M 的充要条件是 M 本身是个 凸集. 严格地说,以加，贞，…， p m 
为顶点的 m 维单纯形就是所给的这组点的凸闭包. 

命题1设 M 是个凸集，0 e A . 那么 

C(M Up ) = Upq , q £ M . 

证明按定义，线段抑 , q e M 属于每一个包含 M 和0的凸集，可见 U W C 

qEM 

C ( MUp ). 

反之，结论可以由 U 抑 , qeM 的凸性推出来，我们就来检验这一点. 

设心,^2 ^ M ,那么任意点?^ €河1 ， h €如2 
MlKr e rih , 我们可以指出 ， r epq , 其中々是 M 中的 

某个点.首先，设点^，心，如不在一条直线上，那么， 

它们属于自己的仿射闭包，2维平面 n = ， 么，⑹， 

我们有理由在它上面运用普通的初等几何学.特别地，-£—— I —— L - 

我们注意到，直线与线段七如相交于某一点4.由 图9 

于 M 的凸性，可知4 e M (图 9). 在这种情形 f 这 

就完全证明了 断言. 如果0 H 位于同一条直线上，那么，可以简单地由七，如 
取一点作为& □ 

定理13在有限个点的点系私 ， z — 0 , 1，...， m 的凸闭包 5" = C(po ， Pi ，…， 
Pm ) 上(也就是在单纯形上)的仿射线性函数/必然在它的某一个顶点上达到极大值 

= max /( pi ). 

证明 当 m = 0 时,定理的断言是平凡的.然后，我们对 m > 0用归纳法.按归纳 
法假定，可以认为，在凸集 M = C ( po ，…， Pm - i ) 上函数的极大值 max /( 九）.由命 

i<m 

题1，所有的点纟 e 5" 必然属于某个线段 , qe M , 而且，这意味着 

^ = Pm Xpmq ， 0 ^ A ^ 1. 

如果7是函数/的线性部分，那么， 

f ( s ) = f ( p m ) + = f ( q ) - f [ Pm ) ， 



所以， 


/ ⑷= (! - A)/(p m ) + A / ⑷彡 max{ / (p m ) , f(q)} ^ max/(^). □ 

并不复杂的定理 13 与线性规划分支有密切的关系，而线性规划有实践意义. 
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习 题 

1. p 元域 ( p 是个素数)上仿射直线的自同构群乂“心）的阶数为 p ( p -1). 问： Ai ( F 3 ) 同构于 
怎样的群. 

2. 如果欧几里得平面上的一个固有运动/满足 

. 

Df = ^[i "i ') 5 /( ' ) = (1,1)! 

试给出/的几何描述. 

3. 试决定4维的欧几里得点空间中固有运动的分类. 


§4带有指数有限度量的空间 

1 . 指数有限度量我们已经约定，带有纯量乘积的空间是指把向量空间 F 连同 
一个固定的二次型 

^(x) = /(x ， x) = ^aijXiXj 

id 

. 

7 

一起加以研究.对应于正定型 g (通常的或埃尔米特的)的欧几里得空间和埃尔米特(酉) 
空间已经得到了我们足够详细的研究.带有由一个不定型 g 对应的所谓的指数有限 
的度量的空间同样也起重要作用.正如在第 1 章 §4 中已经知道的，通过选择空间 F 的 
适当的基底 (A )，非退化二次型 g 可取标准形式 

g(x) = x? + …+ - — 4 (1) 

4 

(现在认为基础域是 R ). 在 F 上的纯量乘积就是 


(x|y) := xiyi + • • • + x s y s - x s ^iy s ^i - x n y n . 

为了停留在处理实数领域，我们只讨论向量 x 的模(长度)的平方 ||xf = ( x | x )， 在1彡 
s ^ n - l 的时候，它可能是正的，也可能取负值.如果 || x|| 2 = 0， 则说向量 x 是迷 

向的. 

在与向量空间 F 相伴的仿射空间 E 中， ^ p ( xi , - - - , x n ) 与点4(2/1，…， 2/n) e E 之 
间的“距离”的平方定义为 

Q) = ^2(Vi- x i) 2 - ( 队 - Xi ) 2 

2=1 i=s+l 

仍然把二次型 ( x | x ) 称为向量空间 F 上的度置型，而把 P 2 (九彳）称为仿射空间 E 
的一个度量型.当1 O 彡 n - 1 时，说空间 E 是个伪欧几里得空间.当 s = 1 时，仍然 

说它是个闵 可夫斯基空间 (有时把它当 f S = n - l 的情形对待，这是非常本 质的： 用 -g 
代替 g 即可).在 n = 4的情形，闵可夫斯基空间对应物理学上的时空连续统，后者在 
与狭义相对论有关所有问题中都起重要作用. 
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2. 伪欧几里得运动 依照在§3第4目中讲述过的一般概念，伪欧几里得几何由伪 
欧 几里得运动群决定，这个群派生出一个平行移 f (位移)子群 T 和某个固定点6 € E 
的稳定子群 0( s，n - s ) (保持6点不动的子群).当 s = n 时，有正交群 0( n ) = O ( n ，0). 
通常情况下，“伪正交”群 0( S ， n - S ) 由保持二次型 (1) 的线性算子7 : F — F 组成.同 
样可以说， 0( s ， n - s ) 是型 g 的自 同构群. 

选取空间 F 的一个规范基底 ( ei ，…， e n ) ，型 (1) 的矩阵是 


n—s 

而算子 jr e 0( s ， n - s ) 的矩阵 F 满足 

tFh.F^h. 

为了理解这一点，只需回顾一下二次型在一个给定的基底向另一个基底转换时的矩 
阵，在这里是向基底 CFei ，… , Te n ) 转换. 显然，就如同在正交群的情形一样， det 只= 
det F = ±l . 如果 det 只=1，就 i 兑 F 是二次型 g 的 固有自同构， 而伴有 D / =只的 
仿射变换/ : E — E 则说成是固有的伪欧 几里得运动. 我们还要注意，二次型 g 的自 
同构7把迷向的向量变成迷向向量.这是因为 ^ Fx ，7 x ) = ^( x , x ) = 0. 

3. 洛伦茨群 正如已经指出过的，带有符号差为(1， 3) 的非退化的对称矩阵的4 
维的实向量空间占有特殊地位. 

定义1 群 0(1， 3) 称之为 洛伦茨 群并用 L 代表它. 

在这种情况下，表达方式 

V = ( eo , ei , e 2 , e 3 ) , 

x = Ze 0 + xiei + X2e 2 + X 3 e 3 , 

| x || 2 = g ( x ) = t 2 - x \- xl~xl 




是标准的. 

一种特别的情形，2维空间中保持度量 

( u | u ) = t 2 — x 2 


的自同构作成的1维的洛伦茨群 Li 是足够吸引人的.群1^刻画沿一条直线的物理运 
动(现在，在我们这里， x 不是一个向量，而是向量 U = 〖 e 0 + xei 的坐 标). 显然，所有 
的迷向向量都与 e 0 + e 1 * e 0 - e ! 成比例.所以，对于算子7来说，由于它的非退化 
性，它只有两种可能 


^( e 0 + ei ) = a ( e 0 + ex ), ^( e 0 - ei ) = p ( e 0 - ei ), 

^( e 0 + e x ) = a ( e 0 — e x ), T ( e 0 - e x ) = /3( e 0 + e x ). 
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研究这两种可能性中的一个，比如，第一个.有 


^eo = 

= 


a + /? 

a-P 


2 


e 0 + 
e 0 + 


a — P 
alf3 


2 


ei ， 

ei _ 


算子 7 的矩阵 



的行列式 det F = ap . 我们限于固有的洛伦茨变换的情形，也就是有 a /3 = 1 .对于 
坐标变换，我们得到 




我们引进表达式 



⑶ 


还有一个不至于引起混淆的 事实： 在我们这里，正如前面已经说过的， r 是个纯 
量，而不是向量.所研究的这个量对应物理上的速度，而速度都直接用符号〃代表. 
注意，我们总有 M < 1，从而，由关系式 (2) 导出来的表达式 


a 





a + a 



2 



y/l — v 2 


是有意义的. 

最后，我们得到 




t 


vx 


vl 


w 


X 


vt 


X 


^1 


V 2 


(3) 


这个雅致的公式以把光速取成单位 i 时的尺度列出来的.在通常的尺度下,变换 
的形式是 



(30 
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它们对应的二次型是(七 2 - / • 为简便计，我们将使用公式 (3). 值得注意的是，麦 
克斯韦电学方程并没有改变应用洛伦茨和爱因斯坦变换的结果.数学家庞加莱首先 
指出了它的意义，然后假定，所有物理定律在洛伦茨变换之下都不应改变(当 n =4 时). 
这应该算是狭义相对论的开始.我们不停留在物理解释上，而是讨论公式 (3) 的进一 
步的 结果. 只要注意到，在速度 r 接近于零(与光速比较，很小)的情况下，变换 (3) 就可 
以采用伽里略变换 

t! = x f = x — vt 


的 形式. 但是，在一般情形，点的位置可由两个坐标(〖， a ；)—— 时间和空间来刻画.我 
们假定(町，“)，^^，“）具有相同的 . 在第一个(不动的)坐标系中对应第二个坐 
标系中不同的屯竓.由此可以得到，比如说，长度变换定律 


X 



X\ — vti X 2 — vti 

y/l — v 2 Vl — v 2 


Xi - X 2 

y/l — V 2 


反过来，当町 = X2 , 纟1 /纟2时，我们就得到时间变换定律. 

如果九是个由参量〃决定的洛伦茨变换(3)，那么， 


9vi % 9 v2 


9 v . 


我们来计算参变量(速度沁.设 




t 


V\X 


x 


n 






x 


V\t 




V 2 X 


! 



X 


n 


X 


v 2 t f 




W 


就得到 


// 


t 


V\X 


V 2 (x 


Vlt) 


t 


(vi ^V 2 )x/(1 ^ViV 2 ) 


V 1 



\A — W 



((^1 +^ 2)/(1 +^ 2 )) 


2 


这就意味着， 


V 


Vl +^2 

1 + ViV2’ 


这就是最简单的速度复合定律. 

4. 真洛伦茨群 所说的由二次型 


办) 




t 2 





4 


⑷ 


对应的真洛伦 茨群. 我们将在下面详细地说明它的实质.对于1维情形的洛伦 


茨变换，我们已经得到了一个显形式的公式⑶. 


般地保持 g ( x ) 的变换的公 


式看起来相当繁杂.为此，我们选择群 L 的另一种描述方式.也就是研究所有 
的2 阶埃尔米特矩阵 


Px 


t 




X 2 


IX\ 


X2 + ixi 


t^Xs 


⑸ 
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构成的空间.这里 ， x = ( t , x u x 2 , x 3 ) 是4维实空间 R 4 的向量.向量与埃尔米特矩阵 
之间的对应 

P ax+/3y = OiP x + (3Py 

是相互单值的，而且是线性的.每个复矩阵 

/a /?\ 

A = I | ， a 5 — /3 ^f = 1 ? 

W s ) 

也就是群 sx 2 (c) 的每个元素提供一个埃尔米特矩阵空间上的变换， 


容易看出 

# 


T a (P x ) = A^P x ^A\ 


{r A (P x )V = a**p*a* = r A (p x ), 

(其中 # = U ) 就是通常的埃尔米特共轭.因为， 

r A (r B (Px)) = ABP^A^ = abp^aby = r AB (p x ), 


所以， 



而且，算子还是线性的 

r>l(«-Px + PPy) = OiTA(Px) + PT A (Py). 


反过来注意到 


det A - det P x - det A* = det P x , 

这是因为，按条件 det ^4 = det A* = 1 .而 

♦多 

det P x = t 2 — Xi — X2 — x \. 

这就意味着， IV 不改变二次型 (4). 特别地 ， det r A = ± l . 事实上，根据拓扑学的简 
单结果(函数 det 的连续性和群 & L 2 ( C ) 的连通性)可以推出 det T A = + l . 我们可以 
对此事就信以为真，尽管不需要太大的努力就可以证实这一点. 

方程式 


t 2 — x \ — x \—= Q 


⑹ 


在] R 4 中决定了一个锥面， 


个特殊的2阶曲面(或者，如同我们下一章要讲的， 
次曲面).在这个曲面上，包含经过坐标原点且经过曲面上任意一点的整个直线. 



条件 i > 0得出一个锥面⑹的所谓的上部空腔. 
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其次，不等式 

亡 > 0，亡2 — — 3^2 — X 含 > 0 

给出了矩阵八正定的充要条件，或者，同样的，对应的二次型的正定(见第1章§4的 
第8目)的充要条件. 

显然，这些正定性条件对矩阵 

Ta ( Px ) = A . P x . A * 

■ 

也是保持不变的.这意味着，线性算子1^不仅保持锥面 (6) 不变，而且也保持它的上 
部空腔不变. 

r A 的性质可以被概括成 

1) r A 是二次型⑷的自 同构； 

2) det r 乂 = 1 ; 

3) r A 保持锥面 (6) 的上部空腔不变. ^ 

定义 2所有满足条件 1) 一 3) 的 R 4 — R 4 的叙性算子均被称为 真洛伦茨变换 ，而 
所有的这种变换构成的群 L + 就被称为 真洛伦茨群. 

实际上，同态映射 r 是个满同态(见习题 3). 现在来计算核 Ker 1\设，对任意埃尔 
米特矩阵 P x 有 

P x = A • P x 

(条件 = £). 特别地，当 e = (1 ， 0 ， 0 ， 0) 时，我们有巧 = 五 且几 4* = 五 ， 从 
而 = A - 1 . 这样 一来， 就有 

AP X = P X A 

选取不同的无关的矩阵 P x ,就可以得到 A = . 又因为 det A^=l , 所以瓜二士1， 

由此可见 ， Kerr = {±五}. 

我们就得到了如下的论断. 

♦ 、 

定理 1在行列式值为1的2阶复矩阵与固有的洛伦茨变换之间的对应 r : i ^> 
r A 是群 sl 2 ( c ) 到所有的真洛伦茨变换构成的群 l + 的一个同态映射.每个真洛伦 
茨变换恰由两个复矩阵4和-乂对应，它们只差一个负号. 

鉴于定理1，常常把称为洛伦茨群，尽管更准确的说法应该是它的 

商群* ?^ 2 ((0)/{±五}才对. 

因为，按定义，二次型 g ( x ) 对于洛茨变换是不变的，所以这个变换把由方程式 

* ^ 

t 2 — x \ — X2 ~ x \ — c , c G R . 

给出的曲面氏转化成 自己. 如果 c > 0, 则氏是个双叶双曲面，如果 C < 0 , S c 就是 
一个单叶双 曲面; 最后，^是个锥面(这个从解析几何学中3维空间借用来的术语，在 
下一章我们会频繁地使 用). 在这些曲面中的每一个上都是具有同样意义的运动，也 

t 
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就是上的正交算子决定的球面上的运动(所谓运动就是一个保持点之间距 
离的变换). 

双叶双曲面 

亡 2 — — 3^2 — Xg = 1 ， t 0 

的上部空腔连同在其上决定的运动群 L+ (或者 SL 2 (C)) 可以表示成罗巴切夫浙基空 
间八 3 的模型 之一. 我们目前不想在罗巴切夫斯基空间的概念上作更充分地停留，而把 
注意力转向一种情况.我们只对那样一种空间^的运动群 G 感兴趣，对任意点^ &都 
可以经过一个运动^ G 变到任意其他的点 M S ，咖 ） = 4，或者，等价地，任意 
点4 € 5都相对于某个 g e G 而言是某一个点加的像.我们在§3中已经注意到了 
在仿射空间 A 上群 Aff(A) 的传递性， Mlso(E) 在欧几里得空间上的作用也有传递性. 
群 0(n) 作用在球面 W- 1 c R" 上，显然，也是可传递的(怎样简要地证明这些说法). 

现在，我们说，洛伦茨群 L+ 在 A 3 上是传递的.对于点 x = (t , X! , x 2 , x 3 )e 
A 3 , 如同过去 一样， 我们把它和埃尔米特矩阵 P x —起相提并论(见 (5)). 正如我们已 
经知道的，任意一个这样的矩阵都可以表示成 

( 1 o\ 

p x = aa* = a[ 1 J a* 

的样子,其中 a = j 是一个行列式为1的复矩阵.这就意味着，借助于运动 r A ， 

由固定的矩阵 (i j 可以得 到八. 

点 x 0 = (1，0,0,0)的稳定子群14 0 .可以作为所有满足条件 



也就是儿 4* = 五 的1^的集合.又因为 det 4 = 1，所以，我们得到结论 

L+ ^ SU ( 2 )/{± E }^ 50(3) 

(最后面的那个同构将在 [BA 1] 中 建立. 目前，它对我们来说还不是必需的).空间八 3 
的运动还被称为双曲面旋转. 

习 题 


1. 更充分地讨论一下算子 • Fein 作用的第二种可能性. 

2. 证明，对于第4目中定义的线性算子 r A ，行列式 det T A = 1 . 
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3. 证明，同态映射 

r ： 5 L 2 ( C ) L + 

实际上是个满射，也就是一个到整个群 L + 上的映射. 

4. 花费一些时间阅读教学参考书 [2] 中的§12,以加强自己对素有的闵可夫斯基空间和洛伦茨 
群的物理观点. 
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在这一章里，我们将要在仿射空间和欧几里得空间中研究读者在解析几何教程 
中已经熟悉了的几何图形，用术语来说就是曲线，曲面，等等.但是，在前一章的结 
尾，我们已经看到，突破3维空间的限制是很有必要的.高维空间中2阶曲面的彻底分 
类并不非常 复杂： 在我们的安排之下形成了适当的分支结构，尽管直观的几何想象 
能力大概会退居到次要地位.主要的是用投影的观点来研究几何对象. 

§1二次函数 

I . 仿射空间上的二次函数 设 A 是域足1：与向量空间 F 相伴随的一个 m 维仿射空 
间. 我们把规为一个1维的仿射空 间瓜. 例如，实数集合 R 同时也是一条实的仿射直 
线耿 a = R ， 1维的仿射群就可以作用其上(见第3章§1和 §3). 

类似于双线性函数/ : V x F — 只，也可以定义双仿射函数. 

% 

定义 1称函数$ : A x A 見 I : 双仿射的， 如果少(九$在固定点 p 或固定点$时， 

它就是一个仿射映射4 a £ 瓜(或者 p h a € D . 称双仿射函数是对 称的. 如果 

^>( p , q ) = ^( q , p ) Vp , qG A . 

: , ^ 

我们不去证明这样一个事实，如果选择某一个点6 € A 作为“原点”并设^ = 6 + 
x j = 6 + y ， 那么，任意双仿射函数少都可以表达成 

少 (6 + x, 6 + y) = /(x, y) + /(x) + Z’(y) + ⑴ 

♦ • 

♦ 

的形式,其中 / 是 F 上的双线性函数,而仰 = 少 ( M ) 是个纯量.固定向量7 = a 且令 

h(d) = Z’(a) + p 0 ， Dh{yi) = /(x, a) + Z(x), 
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我们不难相信，实际上的变换 

p = 6 + x ^ h(d + x ) = h { o ) + Dh ( x ) 

是仿射-线性的，它以函数 D / i : F — 只为其线性 部分. 

为简便起见，根据上面说的那些充分理由，我们可以把⑴当作双仿射函数的定 
义.很容易相信，对称的双仿射函数少可以写成 

+ X, 6 + y ) = /( x , y ) + l { x ) + Z ( y ) + ( p 0) (2) 

它带有对称的双线性函数 /: F x F — 尽 线性函数 Z : F —= Z ) 以及一个纯 
量= ^>(6,6) € A . 

定义2设 Q ( p ) = ^>( p , p ), 其中少形如 (2), 我们就称 Q : A — 只是 A 上的一个二次 

函数. 

设 g 是 F 上的二次型： g ( x ) = /( x , x ). 与 (2) 对应，应有 

Q(d + x ) = g ( x ) H - 2/( x ) + ( p 0 (3) 

在 A 中取一个以 6 为原点的坐标系 {6; ei ，… , e n }, 我们就得到二次函数 Q 在点 f = 6 + 
x，x = x \ B \ +…+ a ; n e n 的值的坐标记法 

9 

n n 

Q(^0 "I - x) = ^ : ^PijXiXj "I - 2 ^ : + V^O ， （ 4) 

i ， j=l i=l 

在这里， 系数仰 组成一个对称矩阵 F = (仰).比较⑶和⑷，我们发现，在其他坐标 
系之下也可以用同样的方式来刻画 Q ©, 即写成次数< 2的多项式形式，尽管它们是 

另外的一些系数. 

设4，…，是点 p 在坐标系 y ; e ^, …， ej 之下的坐标.正如我们已经 

知道的(参见第4章§ 1的 (3)), 原来的坐标可以用新的坐标表示出来 

n 

Xi = CLijXj + &i ， < = 1， • • • ，几， 

i=l 

这里4 = ( c ^) 是个非退化矩阵.二次型 g 在新的坐标系之下的矩阵是 . F . A ( JaL 
第1章§4的 (5) 式).特别地，矩阵的秩相对于仿射变换是不变的,从而可令 

rank Q := rank q — v . 

2. 二次函数的中心点 现在，还可以引进一个有用的概念.为此,我们研究 Q 在 
点4 =p + y = 6 + x + y € A 处 的值. 由 (3) 可以直接得出 


Q(q) = Q{P + y) = Q{o + x + y) = g(x + y) + 2/(x + y) + #o. 



也就是 


(5) 


Q ⑷ = Q® + g(y) + 2 {/(x,y) + l(y)} 


(记住， / 是与 g 配极的双称的双线性型). 


定义 3 称点 P € A 是一个关于二次函数 Q 的中心(或者， 一个 中心的点)， 如果 


Q(p + y ) = Q ( p ) + g ( y ), Vy g V . (6) 

用 C(Q) 代表二 次函数 Q 的所有的中心的集合.对于 C(Q) 乡 0 的二次函数 Q, 就称它 

是中心的. 

比较 (5) 和⑹即可表明，条件^ = 6 + x € C ( Q ) 可以写成 


/( x ， y ) + Z ( y ) = 0 ， Vy € V . ⑺ 

特别地，当公式 (3) 中的线性函数 Z 为零时，零6就是中心的.换句话说，如果坐标原 
点6是个中心点，那么， Q (6 + x ) 的表达式就不含: ri ， …，: r n 的一次项.对于6 e C ( Q ), 
点 (/ = 6 + b 为中心点的条件⑺必形如 /( b ， y ) = 0. 这意味着 g ( b ) = /( b ， b ) = 0.回 
M<po = Q ( d ), 我们就由⑶得到等式 Q (6') = Q { 6 ). 这样一来,就有 

今 • 

♦ 

d , d f eC ( Q )^ Q ( d ) = Q ( d / ). ⑻ 


怎样辨认一个由公式⑶或公式⑷给出的二次函数 Q 是不是中心的呢？进一步, 
如果它是中心的，又如何找出 C ( Q ) 呢？ 

为了给出这些问题的答案，应当从条件⑺岀发，等价地,也容易看出，可以从方 

程组 

/(ei,x) + l(ei) = 0, i = l ， 2,...,n 

^ > 

• ♦ 

、、 

出发. 于是，对于中心点 p = 6 + x 决定的向量 x = xiei + - - • + :r n e n 的坐标，就得到方 
程组 
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^3 x 3 = — 灼 i = 1，…， n ， (9) 

3=1 

借助克罗内克-卡佩利定理可以确信该方程组的相容性.在方程组 (9) 相容的情况下， 
集合 C ( Q ) 或者是一个点 (detF _ 0情形)，或者，由刚刚提到的那个定理推出，它是 
个 n - r 维的仿射子空间.这个空间的方向平面 t / 与线性方程组 


的解空间重合.从而 



(回忆一下 ， Kerq = {x G F |/( x ， y ) = 0 ? Vy G V }). 
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我们就证明了 

定理1对应于(4)，在坐标系 {6 ;ei ，… ， e n } 之下，给定的二次函数 Q 的中心集 
C ( Q ) 由线性方程组⑼决定的点 p = 6 + x 组成. 如果 = d + x / 是一个中心点，那么 

C(Q) =d f + U 

刚好是以 [/ = Kerg 为方向平面的仿射空间.其次， C(Q) = 0 =^r < n ; C ( Q ) 是仿射 
不变的，它只由函数 g 决定. 

3. 把二次函数化成规范型如果存在仿射自同构 g € Aff ( A ) 使得7 .仏就 

称 A 上的两个二次函数 Q 和 《 是在 A 上仿射等价的. 

对于 Q ( p ) 的最简单的表达的愿望，可以由下面的定理来实现. 

定理 2设 Q 是域只上的 n 维仿射空间 A 上的一个秩为 r 的二次函数.如果 (7((?) 是 
个 空集，当然，这也意味着 r < n ， 那么，借助适当地选择坐标系 {6 ;ei ，… ， e n }， 二次 

函数 Q 可以化成 

Q(o + x ) = a\x\ + • • • + a r xl + 2 x r + i , (10) 

其中 ai ， …，是纯量；这种情况下 ， Ker g 就是方程组 : ri = • • • = x r = 0的解空间 ( g 是 
与 g 相关联的二次型). 

如果 Q 是中心的，那么，选择适当的中心点6为原点的坐标系，就可将其化成 

Q(o + x ) = aix\ + • •. + OL r x 2 T + (fo； (11) 

在这种情形，对任意点 V e C ( Q ) 都有 Q (60 = 仰.而且 (10) 型和 (11) 型的二次函数不 

是仿射等价的. 

证明定理本身要比它的叙述简单些.开始，在 F 中选择一个对于二次型 g 的规 
范基底(见第1章 §4). 在对应的坐标系{(/;<，… ， e ； J 之下，函数 g 形如 

Q{p f + x ) = OL\x\ + . • • + OirX^ + 2(3iXi + .. • + 2f3’ n x’ n + 飞’ 

其中的# 0,％ # 0. 把原点移到6〃,导出来坐标变换是 

x i = x i + Pi/oii, i = 1， ... ， r ， 

. 

.• 

i = r + l ，...， n ， 

s 

得到在线性部分 : riV • • ，: < 前面的系数均为零，所以 

Q(6") = aix f { 2 + …+ a r x^ 2 + 2(3 f “ k x k + …+ 2 /?仏二 + )"• 

如果不是所有的巧都等于零(前面已设那么，再一次做坐标的仿 
射替换 

// • H 

Xi = Xi， z = 1，…， r ， 

x r-\-l = Pr^-k X r+k + …+ Pn x n + 7 "/ 2 ， 


x r-\-2 = ^r+1? • • • ， x r-\-k — 

x r-\-k+i = ^r+A;+i> ^ ^ 1? 

就把 Q 化成了如 (10) 的形式.在 Q 的另外一种相反的情形，用准确的表达方式就获得 
如 (11) 的形式 • 

换言之，我们可以认为 Q 已经化成了如 (10) 或者 (11) 的形式.因为 g ( x ) = a lX \ 
+ • • • + a r W ， 所以 ， Ker g 是 F 的一^个由方程组 : ri = • • • = x r = 0给出的 n — r 维的子空 
间 •弥 = 0 + x 是个中心点 , p + y 是任意点,那么,对型 (10) 有 

Q(p + y) = Q(o + X + y) = ^i(xi+yi) 2 + 2 ( x r+ i + y r+1 ) 

學 

r 

= W ) + g ( y ) + 2[ 

而对型 ( li ) 有 

r 

Q(p + y) = Q(p) + q(y) + 2 Y1 OLiXiyi ， 

i=l 

点 P 的中心性条件 (6) 需要对任意的 y e F 都满足,在刚刚说过的后一种情况下可归纳 
为$ 1 ，…= 0,也就是归结为 x e Ker g . 而第一种情形，由于存在自由项2 价 +1 = 0, 

它一般是不能被满足的,从而 = 0 . □ 

推论在实数域 R 上，每个二次函数 g 借助于适当地选择 A 的坐标系 { hei ，…， 
都可以简化成规范型 


Q (6 + x ) = xi + — x 2 sJtl — . • • — + 2 x r _|_ i , (12) 

Q{p + x ) = 4 + ••• + g — d+i —… + wo . (13) 

而且是唯一确定的. 

i 

证明 因为与 Q 相关联的二次型 g 的正惯性指数 s 以及秩 r 对于非退化线性变换都 
是不变的(见第1章§4的定理 5), 所以，定理2就给出了所需的一切. 口 

可以用另外的叙述方式补充一些推论. 

A 上两个二次函数 Q , Q / 仿射等价，当且仅当，它们具有相同的秩和相同的符号 
差，并且，或者它们双双都是非中心的，或者同时都是中心的且在相应的中心点上取 
得同一个值. 

4. 欧几里得空间上的二次函数 在(点的)欧几里得空间 ( E , F ) 的情形，很自然 
地要研究相对于自同构群 Iso ( E ) 作用的二次函数的等价性. 

定义 4 称 E 上两个二次函数 Qi Q 2 是 Iso ( E ) 等价的， 如果存在一个运动夕€ Iso ( E ) 

使得 Q 2 = Qi - g , 也就是(？ 2 (的= Qi ( g ( p ))- 

定理 3 n 维空间 E 上的任意二次函数 Q 都可以借助在 E 中选择适当的直角坐标 
系 {6 ; ei , ••- ， e n } 简化成下列两种形式之一： 


Q{o + X) = XlXi + • • . + \ r X^. + 


de C(Q), 


(14) 


Q(d + x ) 


Aid + •. • + \ r x^, + 2/i,x r _|_x 


/x > 0. 


(15) 


所有的实数 \ 都不等于零，上述形式，不计变量化的变号顺序，是唯一确定的. 


证明设 Q 土 （V + x) 




g ( x ) + 2^( x ) + g (60. 我们从在欧几里得向量空间 F 中 


选择标准正交基(<， 


，<)开始，让 g 在这个基底之下具有规范形式 


T 
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^( y ) = Y ^ Xiy ^ 


入 i _ 0, 


y 




i=l 


% 


这种选择可由第 3 章 §3 的定理 7 给予保障.如果 Q 是中心函数，那么，在必要的情形， 
用 V 代替 6( 可如同在仿射情形一样地找到)，我们可以导岀表达式 (14). 在中心函数的 
情形,我们有 


T 


n 


Q(o f )+y 


^2 Xiy2 i + 2 队 + ^0 


i=l 


i=l 


先完成坐标变换(移动原点) 


Zi 




1， V ..， r ， 


Zi 


Vi 


i = r + 1， 


參擊 


•， n ， 


我们就可以得到 


n 


Q(o + z) 


^2 ^ i Z i + 2 聊 + 2 "0, 


i=l 


i=r+l 


n 


这里，由于 q 的中心性，对于 s > r , 不能所有的 w 萄薄 于零. ^ ^ 


的 “模” : 


i=r+l 




Mr+l + ••• + M > 0, 


从而可得坐标变换 


Xi 


Zi , 


1，2, 


争 • 


•，心 


n 


^ r+l 


E 

fc=r+l 


l^k , MO 

— Zk H - 

/x ii 




n 


Xi 


E 


a ij z j 


r + 2, 


n 


它可以由 (n — r ) x (n — r ) 阶矩阵 A 


Mr + i/M 


Mr +2 / M 


• •鲁 




A 


OV+2 ， r+l &r+2 ， r+2 … <^r+2,n 


<^n,r+l 


<^n,r+2 


a 


n.n 





来实现 

因为我们只想利用直角坐标架，所以矩阵 A 需要选择成正交矩阵.它的第一列 
元素的平方和为1,根据假定，元素•可由我们安排.所以4是可以构作出来的(见 
第1章§3的第5目中与此相关的内容).替换之后,就有 


Q(o + x) 




〉: Ai % + 


X 




i=l 


i=l 


这正是公式 (15) 所要求的. 

我们用下面的想法来证明型 (14) 和型 (15) 的唯一性.依据关于化秩为 r 的二次 


型 g 到主轴上去的定理，数值 Adi 唯 
系(见 (8)). 


确定的.数#0 


Q ⑷与中心6的选择没有关 


剩下來我们还需要证明，常数 /i > 0的选择与个人意愿没有关系.假设在某个直 


角坐标系 {6; ei ， … ， eJJ 中，有 


Q(d f +x) 


[MO 2 + v 工 


r+1 ， 


〆 > o . 




设力 IF 上的对称的线性函数，对应的双线性函数是/,与 g 配极(见第3章§3的第1目) 


/( x ， y) 


(^ x ly )- 


它的矩阵 


F 


diag(Ai 


， A r ，0, 


，0) 


在基底 ( A ) 之下和在基底 «) 之下具有同样的形式.这意味着 


lmJ 7 


〈ei 


， e r 〉 




〈 e ’ i ， …， 〉 ， 


因此，由 ( e f ) 向 ( e ;) 的转换矩阵形如 


B 


B 

I 

0 


0 

b 2 


其 中历是 r x r 阶的正交矩阵，氏是个 (n 


r ) x ( n - r ) 阶的正交矩阵.计算坐标原点 


的位移和 Q 的表达式中的指数> r + 1的坐标的缺项，就得到 


T 


T 


J2 XiX ^ 


^Ai(x-) 2 +2i/, 


t=l 


1=1 


2fix r ^i 


2“x 


r+1 


2 i /， 



gR 


从而 


^r+l 





X 


r+1 




-194 • 



二次曲面 


由于 B 的正交性，在表 达式心 +1 = 
种情形可导岀关系式 


Y 2 a ^ x / j +冲中应当满足等式= 1,在我们这 


(" 7") 2 = L 

从而就得到了我们所需要的 〆 =//，因为 〆 和 M 都是正的. □ 


习 题 

1. 假定 2 s > r > 0,找出在 n 维的实仿射空间上中心的二次函数的等价类的个数. 

2. 找出在 R 上形如 

E - 


Xi + 2 



的二次函数 Q 的中心集 C ( Q ). 

§2仿射空间与欧几里得空间中的二次曲面 

1. 二次曲面的一般概念 A 上的每个二次函数 Q 都可以建立一个 与点知 的空间 
图形的对应.这个图形被 称为二次曲面(或二阶曲面(超曲面 )). 它的定义是满足方程 
式 QQ)) = 0 的所有点的几何位置(集合).当 n = 2 时，也称二次曲面为圆 锥曲线(二阶 
曲线). 可以研究任意域只上的二次曲面(实际上，可能会在不同的问题上遇到它们)， 
但是，最自然的是把_成代数封闭域 C . 然而，出于理解的直观性(同样也出于某些 
条件下提出的问题)，我们限制在只=欣条件下.刚开始，我们暂且把“零”二次曲面排 
除在研究范围之外，这样会更方便一些，“零”二次曲面就是没有任何一点位于其上的 
二次曲面.比方说,二次函数 g + 4 + 1就定义了一个零 曲线. 更准确 地说： 在将来, 
总是假定，由方程式 Q ⑼=0决定的二次曲面知是个非空集合，且 

rank Sq : = r = rank Q = rankg > 0， 


我们同样默认 , n > 2 . 

定义 1称二次曲面是 A 的二 重子空间， 如果它与另一个仿射平面重合. 

例如， n 维空间 A 上的方程: + • • • + € = 0 等价于方程组: ri =()，••• ,= 0, 可见， 

决定了一个 n - r 维的子空间.二重子空间的定义与坐标系没有关系，因此，决定知的 
二次函数 Q 可以取成规范型.正如在定理2的推论中推出的 一样， 任意二重子空间都 
可以由前面研究过的形如 X ? + ••• + ¥= 0的方程 给定. 需要注意，二重(线性)子空 
间 g +巧= 0与二重子空间+3巧= 0在3维空间中对应同一条直线町 =0, x 2 = 0. 
情况将要完全改变,我们着手处理令人满意得多的不同于二重子空间的情形. 

定理 1( 唯一性定理） 如果二次曲面 S 不是二重子空间，那么，它的任意两个方 
程式(在同一坐标系之下)必然是成比例的，即 


S Qi 


= S = Sq 2 Q 2 = AQi , 


AgM*. 
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证明按照条件，我们的 二 次曲面由两个方程式： Qi ⑼和(?2⑼给出.只需在§1的 
公式( I 2 )和 (13) 上稍微看一下就足以相信^上不会少于两个不同的点.进一步，一定 
存在九 q G S , 尽管经过它们的直线不一定整个地含在^中.事实上，若不然，与 
第 4 章§1的定理 4 相对应，二次曲面^就可以归结为仿射空间(平面)，也就是二重子空 
间. 容易看岀，11^ 05 = {以}是一个由两个点组成的集合. 

我们以上述的性质固定这两点戌^ ^且选择^为坐标原点，而向量琦作为向量空 
间 F 的基底 ( ei ，…， e n ) 的最后边的那个 向量. 于是,11如就是由坐标为(()，•••，0,/?)的 
点组成.而点 p 的坐标是(0,…，0,0)，点4的坐标就是 (0, …，0, 1). 

再把 Q i 按坐标： r n 的降幂写出来 

Q 1 {.P — + ^(*^1 ， • • . ， $n— 1 )$n + h{x\ , • • • ， l)* 

这里， 9 是一次多项式，而 ZdiA ，…，:的二次多项式 (^ P / i 都不一定是线性多项 
式).由于与^相交于不同的两个点，这意味着三项式 

+ ^(0)^ + h ( 0 ) 

有两个不同的实根，也就是 〆 0) 2 - 4^(0) > 0( 事实上， g ( 0 ) ^ 0, h ( 0 ) = 0). 
对5略作改动,从一开始,我们就可以假定 J = 1. 同样的事实对仏也成立,所以， 

Qi{p + X) — x n 9 i { x l ) … ， x n-l)x n H~ hi { x \^ …， X n _i), % = 1,2 ， 

MAi ( O ) >0, A 2 (0) > 0, 其中 

,^n-i) = 9i(xir- ,^n-i) 2 -4"i (: ri, … ,x n _i), i = 1,2, 

是 Qi 关于变量〜的判别多项式，系数在 ROn , … , x n _!)^. 

按照我们规定的任务,需要证明， Q 2 = Qi . 我们任意选择 Ay , A n _i G M 后将 
其固定，再来研究 A 中的平面 


那么，对于 

将会有 

其中 


工 1 =亡入 1 ， • • • ，工 n— 1 = ^A n — 1, t G M. 


x 亡 Aiei + • • • + t\fi — i©7t, — i + XfiGfi 


Qi{P + x ) = + 9i{^n + hi{t), 


Qiif) = … ， tA n —1 )， 

同样地，我们设 


hi(t) 






，亡 An—1). 




( 2 ) 

(3) 
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按条件,匕⑼ > 0, A 2 (0) > 0. 从而可以找到 O 0,使得，当 ㈨ < 6时,不等式 

Ai ⑷ > 0, 么2⑷ > 0 

得到满足.换一种说法就是对任意 | t | < q 多项式 (2) 都有两个不同的实根.但是，根 
据条件，这些多项式的根的集合对固定的 t 都是重合的——它就是 S 与子空间 (1) 的交 
集.刚好二次标准多项式有唯一的一个根.所以，它们的系数是重合的 

9i(t) = § 2 ⑷， h^t) = h 2 (t), \t\ < £. ⑷ 


但是,有无穷多个 t G R , | t | < h 从而,对所有的 t ， 等式⑷都 成立. 特别地，当 t = 1时 
可把 (4) 写成多项式函数形式 


夕 i ( Ai ， …， A n _ i ) =夕2(入1， • •. ， A n _ i )， 
hi(M ， … ， A n _i) = /^2( 久 1 ， …， A n —i). 


⑹ 


由 [BA I ] 我们知道，两个次数都为 m 的多项式函数 /〆 A ^ MX ), 只要在 fc 彡 
m +1 个不同的 A 处相等，那么，作为多项式，它们就是相同的.即以幻二以义). 
推广到现在的多元多项式情形,下列断言成立(见 [BAI ]第6章§1的习题 2) .如 
果多项式 A (&，••• ， X n - i ) 和/2(义1，… ，4-1) 决定相同的多项式函数， — R , 
那么，它们是相同的，即它们的系数对应相等.要证明这个断言,只要把多项 
式按某一个变量的幂改写，然后对 n 用归纳法. 

利用这个论断,我们可由 (5) 推出等式 

氧 

9l {p^l ， • • • ， ^n—l) = 92 ， • • • ， ^n—l)? 

hl(xi, … ， X n -i) = "2($1 ， … ， ^n-l)j 

这说明 ， Qi = Q 2. 

2. 二次曲面的中心 可以直接看出来，图10上 
描述的二次曲面相对于坐标原点是对称的.更一般 
的几何图形反映出 

定义 2称点6为仿射空间 A 中的二次曲面而的 
中心 (或 对称中心)， 如果对任意点6 + x , 点6 - x 总 
是和它一起同时属于 5^. 称二次曲面 S 是有中心的， 

如果它有一个 中心； 如果 S 没有 中心， 就说它 是无中 

心的. 

假设中心在点6的有中心的二次曲面 S 不是一 
个二重子空间.再设 



Q(d + x ) = q ( x ) + 2/( x ) + e 。 = 0 
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是它的方程式.由 S 的中心性，二次函数^办+均：= Q (6- x ) 确定了同样的二次曲 

面5: 


Qi(d + x) = g(x) - 21 (x) -}-£ 0 =0. 

根据定理1，应有成比例的性质 


Qi = AQ , A g 

又因为 g 一 0,所以，这里只能有 A = 1且〖 = 0时才能成立.但是，由第2目，我们已 
经知道 Z = 0正是点6对于 Q 的中 心性 条件.我们就推导出了这样的结论， 二次曲面 (不 

是二重子空间)的中心与给出这个二次曲面的二次函数 Q 中心是重合的.对称的二次 
曲面知的中心的集合 C 0 S Q ) 与相 对于二 次函数 Q 的中心点的集合 C ( Q ) 是重合的，而 
且 (当 非空时)是个仿射 子空间 (§1 的定理 1). 我们 已经研究过它在任意坐标系下描述 

方式，所以任意二次曲面 S 的中心性问题都可以获得有效解决. 

3. 仿射空间中的二次曲面的规范型(奐范型） 下面的定理是基本的 

定理2在 n 维实的仿射空间中二次曲面的方程式经仿射自同构变换可以化成， 
而且仅能化成下列标准型之一. 

在坐标原点处具有对称中心的可中心化的二次曲面情形穷尽以下 类型： 

I S ,r : + ••• + - X 2 sJtl - xl = 1, 0 < 5 ^ r; 

Is,r :x i + -'+ x2 s - 4+1 - x 2 r = 0, r/2 彡 s 彡 r. 

无中心的二次曲面情形，穷尽以下 类型： 

II s ,r • + ... + — d+i — • • • — = — 2cc r +i ， r/2 ^ s ^ r. 

证明 几乎就是显然的：只要利用§1定理2的推论并注意到对任意 A 一 0都 
^ S X Q = S Q . 这就给出了，在§1的表达式 (13) 中用 -1 替代仰(如果它不等于零)的 
可能性.在中条件 s >0 排除了零二次曲面情形.在中等式 S = r 对应二重 
子空间. □ 

定义 3 称 J n ， n 型的二次曲面为 椭球面 ，称 J s ， n 型 s < n 为双 曲面， 型为 
椭圆拋物面， 而仏， n-l 型为 双曲拋物面， 所有这些曲面都是非退化的. 

当 r < n 时，&型和型以及 r <n — 1 时的仏 ，,型都被#之为 柱面， 而将/。型 
称为 锥面. 把锥面和柱面4起来称为退化 的二次曲面. 5 

锥面(图 11) 可以作为这样一种二次曲面5用不变的方式加以刻画，即 S 上有一点 
它具有性质 

o + xg 5 VA g R . (6) 
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图11 


在这种情形,点6可称为是锥面的顶点(它自动地成为对称中心)，而这些直线6 + 
Ax 就都被称之为锥面的母线.只有型的二次曲面具有锥面性质⑹(在已给定的情 
形,锥面的顶点就是坐标原点). ? 

柱面别 !!] 可以作为这样的二次曲面(图 12) 加以刻画，即有向量 u 一 0,使得 

p£S=>p +Xu es VAgR. (7) 



图 12 


换句话说，沿着 U 的平移 ^\ U 把柱面5变成自己： t \ u ( S ) = S . 因为 k = ^ Ui + U 2 5 
所以，具有性质⑺的所有向量构成一个向量子空间 [/ c y . 形如0 + C /， 6 e S 的平面 
被称为是柱面 s 的母线.如果 y = [/ ㊉ 4 e 那么，每个母线>+ c / 与平面$ + w 相 
交于唯一一点 r (诗 = u + w，u G C /, w eW , 从而0 + u = q -w = r ). 所子空 
间 C / C F 与柱面 S 的二次曲面 

， 鲁 

♦ • 

S ° = Sn(q + W ) 

是唯一确定的.称二次曲面 W 是柱面^的底面. 

如果0 = 6 + X G SqKp + aue S Q , 也就是 Qb ) = 0且 Qb + au ) = 0,那么， 

由 §1 的关系式 (5)， 我们有 


q ( an ) + 2{/( x , au ) + Z ( au )} = 0. 
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V" = C/ ㊉ W = (ei ， … • ， e m ， 〉 U = (©m+i ， • • • ， e^〉• 

那么，由关系式 (8) 可以得到，在表达式 

Q(o + x ) = ^ XiXj + 2 ^ (pjXj + (po 

• • ■ 

hJ 3 

中化和所有 j > m 的朽都等 于零. 可见，在二次曲面的标准方程中没有子空间 C / 中 
基底向量对应的坐标.这就得到如下的 结论： 

如果 r = rank Q , 那么 Sq 是个柱面分在可中心化的二次曲面情形 r < n ， 在不 
可中心化的情形 r < n — 1. 其次 ， dim U = n — r 或相应地 n — r — 1，而柱面的 
底面是个非退化的二次曲面，或者是个 r 维的仿射空间的锥面(可中心化的二次曲 
面)，或者是 r + 1维的仿射空间锥面(不可中心化的二次曲面). 

定义 4根据柱面的底面的情况分别称之为 椭圆的，双曲的或拋物的. 同样，可 

以讨论二次曲面 S 0 上的中心. 

应该注意到，可以这样来区分锥面和柱面，看它们的顶点是有限点还是无 
穷远点. 

4. 二次曲面的类型 我们称 r = rankg 是二次函数 Q 以及其对应的二次曲面知的 
秩,其中 g 是与 Q 相关联的二次型.人们常常称这个数是二次曲面^(5的 小秩， 还可以 
引进一个 大秩与 r 并列在一起.为了给出这个定义，依照二次曲面在任意一个坐标 
系 {6; ei ，…，之下的一般方程式 

71 71 

Q(o + x ) = ^ (fijXiXj +2 ^ (fiXi + ( fo =0 (9) 

i,j=l i=l 

可以构造出两个矩阵，即二次型 g 的矩阵 f =(外,)和加边矩阵 

( #11 … ^ln ^Pl \ 

.• 

^Pnl * * * ^Pnn ^Pn I 

^1 … ^Pn (fO / 

于是，按定义 ,r = rank F , ffifr = rank F . 为方便起见，我们设 


朽， n +1 = : = < = 1，2, • • • ， 打; 
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从而，戶:=(作)? +1 且 f 就是二次型① 

n+1 

令( X ) = Q(d + x ) = ^2 ^ i 3 X i X 3 

y=l 

的秩. 

可以认 为〜 +1 ：= 1. 魁寺这再由 {6; ei ,-.. , e n } 向新的坐标架 { d ， ； ei ，... ， 
<} 做形式的转换，我们得到 

X 1 = a ll^l + …+ O^ln^n + a l ， n+1^4+l ， 


*^n = ^nl^i + • • • + (^nn^n an ， n+l$n+l ， 

x n-\-l = x， n -\-l 

( x n+ l = < +1 = 1). 转换矩阵 K ) r 当然是非退 化的. 显然,在新的坐标之下，二次 
型夺的矩阵转化为 

F r = l A-F • A . 

因为 det A 一 0,所以 f 是相对于仿射变换的一个不变量，而且,特别地， F 很容易按着 
二次曲面氏?在其标准形式下的方程式计算出来.我们看到，二次曲面是退化的， 
也就是说，如果 f < n + 1,或者，同样的,如果 det F = 0,则知必为锥面或者柱面. 

前面我们对于小秩 r 的仿射不变性已经加以关注.标准方程式中以士 1为系数的 
平方项的个数由特征多项式 XF ⑷的正根和负根的个数决定，二次曲面的中心性可由 
条件 det F _ 0推导出来.如果 det F = 0, 那么，或者没有中心 (rank F < rank 戶)，或 
者有无穷多个 (rank F = rankF ), 后者对应柱面二次曲面的情形.换言之 ， 二次曲 

面的标准形式可以完全刻画出来而不需要把它的方程式 Q (列=0地简化成标准 
形式 • 

我们再引进一些在研究二次曲面时以极其自然的方式产生的概念.假如想找出 
二次曲面⑼与经过点如=«…，4)的直线 

〆 

xi = otit, i = 1, 2, • •. ， n (10) 

的 交集. 把 (10) 代入 (9)， 我们得到一个关于(的二次方程式 

Q ⑼亡 2 + 2 Q (” 亡 + Q ⑺ = 0， (11) 


它的系数是 


Q ⑴ =E Qi ( Po )<^ i ^ 


Q (°) = q ( a ), 

Qi ( p ) = = + 外， 

' j=l 

Q ( 2 ) = Q ( po )- 



_§2 仿射空间与欧几里得空间中的二次曲面 _ .201. 

这里的 a =：(奶，…， a n ) 是直线 (10) 的一个方向向量，而以，…，〜是流动(当前) 点》 
的坐标. 

定义 5如果 g ( a ) = 0,就称向量 a = ( ai ， …， a n ) 是对于二次曲面知的一 个渐近 

向置. 方程式 


q ( a ) = 0 


就给出了所谓的二次曲面 的渐近 方向的锥面. 

如果直线 (10) 不是一个渐近方向，即 g ( a ) _ 0,那么，有两个根(可能是复共轭的)， 
它们对应直线和二次曲面的一对交点(可能是虚的).渐近方向直线，或者与二次曲 
面不相交，或者相交于一点，或者，最后，它完全包含在氏?中(在最后一种情形，直 
线 (3) 是二次曲面^0的直纹母线). 

假设仇=卜?，…，4)是二次曲面的一个点，也就是 Q ( 2 ) = Q ( p 0 ) = 0. 如 
果对于 i = 1 ，…， n 都有仏(如 ） = 0,则称如是二次曲面的一个 奇点. 奇点的坐 
标巧，…，<可由方程组 

n n 

^ (fijXj + (fi=0, i = 1 ， 2,… ， n, ^2 PjZj + <^o = 0 

)=1 j=l 


得出来. 

显然,奇点只能在退化的二次曲面中出现，而且，当 f = n 时，至多只能存在一个 
奇点.在一般情形，奇点在一个 n - 卩维的平面上.方程式 


= 0 

i -1 


给出二次曲面在它的非奇异点的切平面. 

5. 欧几里得空间中的二次曲面 设 E 是个 n 维的欧几里得空间. F 是与其相关 
联的 R_h 的向量空间.如同在一般的仿射空间一样，用方程= 0可给定二次曲 
面知 C E . 

§1 中关于 E 上二次 函数的 Iso ( E )- 等价性的定理 3 的一个显而易见的套用是 

' 定理 3在 n 维欧几里得空间 E 中，二次曲面的方程式通过选择直角坐标系 {6; 
ei , - - - ， e n } 可以化成一个而且只能是一个标准型.也就是说，以坐标原点6为对称中 
心的可中心化的二次曲面，穷尽形式 


X 


a 
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• t • 
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2 

s 


x s+l 


X 
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a 


2 

s +1 





1， 


0 < 5 ^ r 5 
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豸 + … + 
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2 
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0, 


r 


2 ^ S<r 


而不可中心化的二次曲面穷尽形式 




+ 


# ♦ • 


+ 


X 


2 

s 


x s+l 


X 


2 

T 



a 
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s+i 



+ 2 x 


r+1 


o , 


r 


2^ S ^ r 


( 12 ) 

(13) 

(14) 
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(零二次曲面和二重子空间除外). 

应当把定理 3 的叙述加以补充，描述一下量知在情形 (12): 


ai = \J ^ > ° 5 i = 1 ，〜， r ， (12') 

其中0 = Q ( d ), 而&，… ， A r 是对称矩阵 F = (作) 的特征根(固有值).总可以选 

择变元 A 的标号顺序使得表达式 


Q(o + x ) = X \ x \ + • • • + \ r x ^. + 

对于量仰满足不等式 

Ai^o <0 ，…， \ s ipo < 0; Xnpo >0 ， i > s . 

在情形 (13)， 可以令 


O^i 




> o , 


% 




1，2, 


♦參# 


r , 


(130 


同时，显然.把必要性情形方程式的两端均乘以-1，就总能满足条件3 > r /2 

在情形(14)，我们可以认为 


Aim 










i > S, 


所以， 



(14，) 


非退化的二次曲面的仿射 名称： 椭球面 ((12 )， s = n , 图13)， 双曲面 ((12)，0 < 
s < r = n , 图14,图15)， 椭圆拋物面 ((14 )， s = n - 1, 图16)， 双曲拋物面 ((14), 0 ^ 
s <r = n - l , 图 17) 都可以照搬到欧几里得二次曲面上来，可是，出现了连续不 
变量(参变量)——所说的半轴知它们的 Iso ( E )- 不变性是在§1的定理3中构建的量 
仰，//的 Iso ( E )- 不变性的推论.例如，用仿射的观点看，给定了 n ， 所有的椭球面都等 
价于单位球面.从欧几里得空间的观点来看，甚至球面也有自己的不变量，就是半 
径丑 = ai = • • • = (具有相等的半轴的椭球)•以> a 2 > • • ^ a n > 0为半轴的椭 
球,显然，可以认为内切于以以为半径的球面，因为中心到椭球上点 ㈨ ，… ，〜) 的距 

离等于八巧+…+蚱，而且 




• 參 



X 


2 

71 


a l 



(4 + ... + 4)， 


也就是 W + •.. + <<#，而且在点 ( ai ， 0,…， 0) 处达到 相等. 类似地，以知为半径 
的球面内切于这个椭球面. 

在双曲面情形，半轴 a s +1 ，…，被称为极小半轴.这个术语表达这样的事实, 
平面町= ••• = %= 0的双曲面截口没有实点. 一 般地，借助截面研究二次曲面是通 
行的几何学方法，更有利于在高维图形中给出具有直观性的元素. 
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图17 


用超平面 x 产常数< 叫截取椭球面，就在 n - 1维空间中又给出了一个椭球面.而 
双曲面的截面的差别可以说是五花八门的.当 n = 2时，双曲线4/巧 - x 2 2 / a 2 2 = 1, 
当 n = 3时，双叶双曲面和单叶双曲面 












































































































































































































































































我们可以把它们表达在平面图上(图14,图 15). 

当打= 4的时候，三种不同类型的双曲面借助截取可得到双曲面和椭球面.比如， 
在相对论中经常遇到的双叶双曲面 


X 


X 2 






^4 


1， 


就是由两个相联系的分支组成的，分别在半空间 n ^和 : n < ^中.它的超平 
面心=常数 ， i > 1的截口通常是个双叶双曲面，而超平面町=常数 ，㈣ > ”的截口给 
出一个椭球面.有多种类型的拋物面,我们既不停下来分析拋物面,也不分析圆锥和 
圆柱(椭圆的，双曲的和拋物的). 


习 题 

1. 证明，在 R 上的 3 维仿射空间 A 中，任意二次曲面都可以在适当的坐标系下，由下列的方程 
式之一给出来： 

(1) — 1; 

( 2 ) xi+xl- xl = 1 ; 

(3) xf + ^2 — X 3 = —1; 

(4) Xi—X2 = 2X3 ； 

(5) x\-\-x\ — 2 x 3 ； 

⑹ Xi+xi + x§ = -1; 

(7) xf + 2^2 — ^3 — Oj 

(8) xf + = 0; 

(9) X? + = — 1; 

(10) xi + xi = 1; 

(11) x\ — 2 X 2 ； 

(12) Xi — = 1; 

(13) x\-xl = 0; 

(14) x? - 1 = 0; 

(15) X? + X 2 = 0; 

(16) xf -f 1 = 0; 

(17) x\ — 0. 

2. 设 3 是欧几里得点空间 E 的一个二次曲面 . 如果在直角坐标架 {6; ei ， … ， e n } 之下它的方 
程式是 

n n 

〉: "h 2 〉: -j- fiQ — 0 ? 

i=l i=l 

那么，就可以讨论二次曲面 s 的主方向标架 ( 回忆一下二次型的 “ 主轴 ”). 试找出二次曲面 

(1) 2x 2 + 2/ 2 — 3z 2 + 12xy + 4xz + Syz + 18 = 0; 

(2) 6x 2 + 5t/ 2 + 7z 2 + 4x1 / - 4x2 ； - Sx - 10y + 14z - 6 = 0 

的主方向 . 
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3. 实二次型 g ( x ) 极值问题中，习题 3.3.8 可以给出本质的几何 意义. 我们回忆一下，当 || v || = 
1时，值 g ( v ) 的意义，或者 g ( v )/|| v || 2 的意义.就可以验证 


IM , = 1 咖卜激 W 




(当交换 min 和 max 位置时，可得类似的结果).比方说，设几= 2且 g ( v ) = ax 2 + 2知2/+ 72/ 2 = 1是 
个樵圆方程式.如果 Ai ，i = 1, 2是特征多项式 A 2 — ( o ： + j)X + (<^7 — 0 1 ) — 0的根，且从)对 
应实的极值点.那么， x 2 , + y 2 i = 1/乂，也就是说，其中一个根对应坐标原点到椭圆的最小距离的 
平方(第二个根对应最大距离的平方).同时，可以得到椭圆主轴(主方向)的正交性以及关于椭圆面 
积的公式 7 r / y/aj — /3 2 (说明理由!) . 

4. 变量 t 取怎样的值时，二次曲面 

X? + ^2 + ^3 + 2tX\X2 + 2tXiX3 + 2tX2X3 — 4t = 0 


是个椭圆面. 

5. 找出二次曲面 

x\ + 5X2 + X3 + 2xi X2 + 2 X 2 X 3 + 6x1 JT3 — 2xi + 6x2 + 2X3 = 0 
和平面 2 :ri _ + $3 = 0相交的曲线的仿射类型. 

6. 什么时候两个双曲面有共同的渐近顶点. 

7. 莫斯科的舒赫夫塔楼令人想起何种二次曲面？ 

§3射影空间 

射影几何的发展，特别是在19世纪的上半叶，对整个数学都产生了本质上的影 
响.我们将只涉及与它有关的不太多的事实，可以参阅教学参考书 [2] 或专门的文献 
加以补充. 

1. 射影平面的模型 在域只的仿射平面上，任意两点均可位于唯一的一条直线 
上，而任意两条不平行的直线必相交于一点. 

让我们回想一下在解析几何中射影平面 P 2 =用 P 2 的构造，在它上面 

i ) 任意两个不同的点必然位于唯一的一条直 线上； 

ii ) 任意两条不相同的直线必相交于一点. 

为了构造 P 2 , 我们从域足 t 任意一个3维向量空间 F 开始，且定义 P 2 = p ( y ), 认为 
点 p e p ⑺是 y 的 1 维子空间(直线)，而直线 l c P ⑺是 F 的 2 维子空间.如果仿射子 
空间 P 被包含在 L 中，那么，点 P 就位于射影直线 L 上(或者与 L 关联).关联性 i ) 显然是 
满 足的： 如果 p 一 g 都是点，那么，它们在 F 中就是不同的直线，它们的和必然是个 2 维 
子空间 L ， 也就是 p ( y ) 的一条直线.其次,两条不同的射影直线 l 和 m 本来在 y 中就是 
不同的2维子空间，所以它们在 y 中的和 l + m 就应该是整个空间 y . 进而，由第一 
章§2的公式(7)，初门有 

dim(L n M ) = dim [ + dim M — dim(L + M ) = 2 + 2 — 3 = 1. 


这意味着 ， L n M 是个 1 维的仿射子空间，也就是有唯一的一点 p G F ( F ), 射影直 
线 L 和 M 相交于 p . 关联性 ii ) 可以用同样的办法被满足. 
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根据上面的叙述，可以导出射影平面的一种实现方式，为了接近它，我们索性将 
其称为仿射空间的束.我们用下面的模型来获得射影平面刻画的已知的直观性. 

设只= M 是实数域.在欧几里得空间庇= R 3 中选取2维球面 

S 2 \ x 2 -\- y 2 -\- z 2 = 1. 

经过 M 3 的原点6的每条直线和单位球面两个径对点，而每个包含原点6的平面与球面 
相交都得一个大圆. 

在射影空间 MP 2 中，可以选择径对点对 ( M 0 为点(图18)，而选择炉上的大圆为直 
线，当大圆周与直线 L 相交于时， 就认为 p = ( t , f ) 属于 L . 完全是显然的，两个不 
同的大圆周只能相交于一个径对点对 (M0. 关联性 i) 和 ii) 都得到了满足. 

可以把我们的研究限制在下半球面上，它由所有满足 x 2 + y 2 + z 2 = 1， z 彡0的 
点 ( x , y , z ) 组成(图 I 9 ).它的界面就是满足方程式: r 2 + y 2 = 1且么= 0的赤道# c 炉. 
球面炉的径对点对中至少有一个点属于泛，而且只有它们是赤道#的径对点才能使 
点对的两个点同时属于 S 2 . 换言之，点 p e RP 2 是本球面泛的一个点，前提条件是把 
赤道上的径对点对当成一个点.在 RP 2 上认为直线 L 就是炉上的大圆周与的交集. 
特别地，赤道沪在把径对点等同起来之后本身就是一条直线. 


图18 图19 

考察仿射平面 n ， 它与半球面茫相切于南极点(0, 0, -1), 这个以6为原点的半球 
面树立在 n 上. 这意味着，点 t e 於与位于连接点6和点 t 的直线上的点 r e n 相对 
应.显然，射影 

« * 

〆 

a: 

是双向单 值的. 映射 a 把 RP 2 上的每一条直线，也就是炉上的大圆周的弧，对应 II 上的 
直线. 映射 a - 1 把点变成点时保持关联性，映射 a - 1 的像就是 RP 2 中除了代表半球炉的 
赤道#的直线 Lq 上的点以外的所有的点的集合.这样 一来， 射影平面可以由仿射平 
面得到，只要补充某些新的投影直线 Lo , 即所说的无穷远直线.仿射平面上任意平行 
直线的集合必然是泛经过赤道的直径的终点的大圆周弧的集合在 a - 1 之下映过来的. 
于是,赤道上径对应的点对)，按约定，也就确定了是直线 L g . 可见,在仿射平面 
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上补充的无穷远直线也就是在 n 上补充了在它上面不相交的平行直线对的交点.必 
须注意，无穷远直线 Lo 不是仿射直线. 

与射影平面不同，射影直线 MP 1 是经过普通平面固定点6的直线束(图 20). 在固 
定的经过点6的圆周#上，每个直线束对应一个点(它和#的交点).点測*应#在6点 
的切线.也就是说，圆周就是射影直线的一个 模型. 



2. 任意维的射影空间完成了射影直线和射影平面的直观表达，就可以很容易 
地引入在任意域上的维数更高的射影空间的概念.可以把它理解为一个点集，它带 
有某些可分离的子集(可称为射影子空间)，它们服从一些自然的公理或者关联性关 
系.公理化方法(也称综合法)有自己的优越性，但太过于迂回了，而且也不太适应其 
他教程的内容.因此，我们选择一个直接的入口，本质上等价于与仿射空间连起来加 
以研究. 

定义 1 把域見 hn+1 维向量空间 y 的(齐次的或向量的)直线的集合 P n =^F n = 
POO 称为域只上的 n 维射影 空间. 把空间 F 的直线称为空间用 P n 的点.如果 t / cF 是 F 
的一个 m +1 维的子空间，那么， V " 中所有包含在中的直线组合的集合 P ( t /) C P ( F ) 被 
称之为空间妒”的爪维射影 子空间 (也说是射影线 性流形 或射影 平面) •当 m = n - 1 时， 
就称为射影 超平面 •可以认为， P ({0}) = 0是空集. 

也可以用另外的方式表达这同一个定义，例如说，在 F 的对于 {0} 的余集上依 
据等价关系 


X 〜 y 分彐 A G 只*， x = Ay, 

做出商集 p ( vo , 即可称之为只上向量空间 y 的向量生成的射影空间. 

由 X e F*(xg y 是个非零向量)决定的等价类 X 就是射影空间 P(y) 的一个点.换 
句话说，按定义 _ 

A^c = x, VA G (1) 

映射 n : X H 交被称之为到它的商集 P ( y ) 上的标准映射.应当强调，在 P ( F ) 上 
并没有定义线性运算，例如，我们就不能规 定 &㊉ f = x^+y. 2 维向量子空间 J7 C F 可 
以定义的射影直线，而 3 维向量子空间就定义的是射影平面.如果 C W ， 即是 
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另外一个子空间 W C 7的向量子空间，那么， ¥( U ) C ¥( W ), 因为 y 中的每一条被包 
含在 i 7 中的直线一定也被包含在 W 中.如果 P ([7) c ¥( W ), 则说射影子空间 P ( t /) 属 
于 P ( W ) 或者与 P ( W ) 关联 .令 

iP ( i 7) n 炉⑺=零 n t /，） 

是有意义的. 

对于每个集合 S c P ( y ) 必然存在一个最小的包含^的射影子 空间： 如果 S = 

{ xi , x 2 ,---}, 那么 t / = 〈 Xl ， x 2 , •••〉$.通常称3是妒(；7)的一个生 成系. 包含 P ( t /) 和 P ( tr ) 
的最小的射影子空间，显然应该是 + 每个子空间 P ( W ) 均可看成一个独立的 

射影空间，对于 C W ， 可派生出子集 P ( C /). 

3. 齐次坐标 设 ( eo ， ei ， … ， e n ) 是向量空间 V 的 一 ^个基底.如果 

x — Co©0 + Cl e l + • • • + Cn e n ^ V *， 

那么，我们直接把心， 6, …， Cn 称为点交相对于基底 ㈨ ) 的齐次 坐标. 域只中任意 n +1 个 
不同时为零的元素组 te ) 必定是 P ( F ) 中某个点相对于基底(^)的齐次坐标组.两个这 
样的组⑹, (/ ii ) 都是 P ⑺中同一个点相对于同一个基底 ㈨ )的齐次坐标组，当且仅当， 
在只中有某个 A # 0,使得 A = i = 1，2,…， n . 这个事实，我们将用记法 


爻=(心： 6 :…： 60 

来表达，它表明，在给定的基底之下，* e P ( y ) 与相互平行的齐次坐标组等价类之间 
有相互单值的对应. 

如果 ( e ^ e ^ ，… O 是 F 的任意一个另外的基底，同时， 


n 


e 


攀 

3 


〉: a ij e i 


0 O 彡 n , 


i=0 


那么，⑹， G ， …，匕) 是交对 于基底 ㈨ )的齐次坐标组，当且仅当，能找到 A e 只*，使得 


入 ^ = ^2 ai J^p 0 ^n. ( 2 ) 

i =0 

实际上， 

(Co : Cl :…： € n ) = X = (^Q :&:•••:〔）， 

这只要回顾一下第1章由新坐标向原坐标的转换法则就足够了. 

我们还应注意，由定理 4( 第1章 §3) 得到的，在给定的基底之下，所有的子空 
间 P ( J 7) C P ( F ) 都可以由齐次线性方程组 


«loCo + an^i + • • • + ain^n = 0, 


^toCo ^ ^rl^l + • • • + ^rri€n = 0 


(3) 
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给出. 

4. 仿射图 在以 ㈣ ) 为基底的向量空间 y 中，我们选出向量子空间 

v 

^0 — 〈 e i ， e 2, … ， e n 〉 ， 

* 

而在仿射空间 (E = F , F ) 中选出超平面 

% 

, 

4 

E 0 = e 0 + Vo = { e 0 + x |x G Vo }. 

正如我们已经知道的，如果，对 d = a = eo + a ; , & = e 。+ b ' ，令 

ab — b f — a 7 , 


则对 ( E 。，％) 就是个仿射 空间. 不包含在 Vb 中的直线 〈 x 〉 CF 与 E 。 相交于唯——点.实 
际上， 

, ' , . >， 

X 纟 F 0 =^'x = €oe 0 + • • • + Cne n , Co # o. 

这就意味着 Ax = A ^ 0 e 0 + ••• + A ^ n e n = e 0 + y , ye Vb 的充要条件是 = 1. 

建立直线 〈 x 〉 到这个交点 〈 x 〉 AEq 的对应.我们得到一个直线〈 X 〉2 R 与仿射空 
间 Eo 之间的一个双射对应 

’ 少： 〈 x 〉〈 x〉D Eo . 

换句话说，少引出双射映射 


^ o ： P ( V )\ P ( Vo )-^ Eo . ⑷ 

把 P ( F ) \ P ( y 0 ) 理解为以 P ( y 0 ) 为远离(拋出)超平面的射影平面 P ⑺. 

定义 2 把仿射空间 E 0 与映射—起(但，有时就简明地说是 P ( y )\ P ( y 0 )) 和 E 0 等 
同起来，称之为射影空间 P ( F ) 的仿射图.这时，就把 P (%) 称为相对于图 Eo 的 无穷远 
超平面. P ( F 0 ) 所包含的点和平面同样都被认为是无穷远的. 

我们选择坐标.按照 P ( F ) \ P ( Fo ) 的本意，它由* = ⑹ ： 匕： …： 60且心# 0组 
成.在 Eo 中选择仿射坐标系 {^ ; ei ，…， en }， 这里軋= e 0 理解为 E 0 中的点，而 
把以，…，〜理解为和 Eo 相关联的向量空间的一个基底.为了找出交的仿射坐 
标，需要找出直线〈 X 〉=〈&0 + $★ + •••+ ^ e n ^ Eo 的交点.我们已经看到，这 


个点形如 


e 0 + |^ei + 


• • # 


+ l en 


这意味着，在图 E 0 的坐标系 {〜 ei ，…， e n } 之下，点 X 的仿射坐标 就是匕 /心 ，…， H 

这样一来，把交 e P(v) \P(K)) 看成点％ ㈨ e Eo 的坐标，我们就得到 P00 的仿 
射(非齐次)坐标系，的的确确,它只定义在 P(y)\P(Vo) 上.在这个集合的点和它们的 
非齐次坐标之间存在一个双射 对应. 
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如果，是 F 的一个 m + 1维的向量子空间，那么， m 维的射影平面 P ( J 7) 或者相对 
于 E 0 是无穷远离的 ( f / C Vb ) 的情形，或者它的像 

$0(2^ (U)) = U fi Eo = eo + t/o 

是图 E Q 上的 m 维仿射平面.另一方面，任意一个 m 维仿射平面 eo + t / 0 C Eo 对应 m 维 
射影平面 P ( t /)， 其中= ( e 0 U 0 ). 推导出来的这个论断表明，少 0 不仅仅是 P ( F ) \ 
P ( yo ) 与 Eo 之间的一个双射的点的对应，而且也是同一维数平面之间的一个对应•在 
这个意义之下， P ( F ) 可以由 Eo 补充无穷远离的超平面 得到. 

用向量 h 替换 e 0 , 而用超平面 

Vi = 〈 e 。, … ei + i ， … ， e n ) 

.• .、 

替换％，我们就得到另外的仿射图 ( Ei ， ％).它要求点 (Co : 6 :…： € n ) 中& # 0•在 
以 {&; e 。， …， e n } 为坐标系的中，点(心： 6•: …： 匕)的仿射坐标就是 

(Co ii-l Ci +1 in \ 

U ， n ， ，d 

- .. 

取遍序列 eo , ei ，…，中其余的向量，我们就得到 n +1 个图 

(E“h), i = 0,1,… ， n. 

* -• 

i» - 

4 

它们的并集与 P ⑺“重 合”. 事实上，对任意点交=(心， • • •，€ n ) e P ( y ) ，它至少有 
一 个坐标&不等于零，这就意味着 e Ei . 按照把 P ( y ) \ P ( K ) 与^ 等同起来的作 
法，我们有 

n 

= P ( F ) = ( jEi . 

i =0 

• . 

容易看出，用个数更少的图是不能将 F 1 覆盖的. 

5. 代数(流形)簇的概念我们说，多项式 

/ ( to ， h ， …， t n ) G 只 [ to , ti ，• • •， t n 

• » 

a » 

在点交 = (Co ， 6, • • > ， Cn ) € P ( F ) 处转化 为零. 如果， / (Ki ，… ，匕 ） = 0•这意味着， 
对所有 A e 只 ， A # 0都有/ (ACo ，，…， ACn ) = o •设 

/ = /o + /l + • •• + fm ， 

< 

其中 / i 是/中所有 i 次单项式之和，我们可以看出，由条件 

0 = /( 入 Co , … ，入 6 i ) 

=/(心，… I ) + A / i (€ o , … I ) + …+ A m / m (^ o , ••- , Cn ) 
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在域只为无穷域的情形，必然得到 /i (€ o ，€ 1 ，…，匕）= 0对任意 i = 0,1，…， m 都成立. 
由此可见，如果/在某一个点交 e P ( y ) 转化为零,那么，组成/的所有的单项式在同一 
点也都转化为零.因此，自然地引进下面的 

定义3满足代数方程组 


9 i • • • ， ^ 1 ) = 0, 


9k{p^0'i • • • ，= 0 , 

的点 ( a 0 a n ) 的子集合 S c Pn 被称为(射影的)代数流形(亦称代数簇).其 

中沒 I ，...，办是齐次多 项式. 

更准确地，可以研究1^中的闭的代数子集，因为流形可适当地在齐次单纯理想扎 
里斯基拓扑语言基础上引入.但是，我们不去细说它.代数(流形)簇(特别地，当只= 
C 时,复的代数(流形)簇)是一个更大的独立的数学分支的研究对象，就是代数几何学. 

我们只限于一个方程式 


夕 (o ； o, , • • • ， Gin) = 0. 

的简单 情形. 找出交集= SnE 0 的方程式.如果士 gE 0 , x =( a 0 ：ai a n ),M 
么， a 0 # 0. 因此,条件 〆 a 0 , …， a n ) = 0等价于条件 


OL\ OL^i 

olq 5 5 ao 

因为 勿 / ao , … ， a n / a 0 是点士的仿射坐标，所以，这就是“仿射，，流形知的方程式，也就 
是流形的方程式.类似地，在％上实施，就得到^在^中的方程式. 

反 过来： 如果用❾，… ， x n 代表 E 0 中点的坐标且由方程式 




/(*^1 ，’ . • ， $ n ) 二 0 

给出知其中/是任意的，不一定是爪次齐次多项式,那么 


r/ (S 

就是个齐次多项式.实际上，由/中的单项式 



(: ri) fcl … ( x n ) kn , fci + ... + A; n 彡 m , 

就可以得到 g 中的 m 次单项式 ( ao) m - fcl - fc -( ai) fcl ... ( a n ) kn . 因此 


夕 (1 ，灼 ，... 




从而推出，如果方程式 g = 0给定，那么 ， SnEo =私. 
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例 1( 有限截口） 以下我们默认只 =®L 

1) 圆周 S 在射影齐次坐标中由方程式 a ?+ a | = ag 给定,在图 E 0 中它有方程式 g + 
x \ = 1. 它与相对于图 E 0 的无穷远直线 P ( yo ) 的交集 SnP ( Fo ) 由条件 a 0 = 0得出(这 
是％和 P (%)的方程 式). 由 a ? + ai = 0推出奶 = a 2 =0. 这样的点 ( a 0 = a : = a 2 = 
o ) 确实是不存在的，所以，这就意味着 snp ( yo ) = 0. 

2) 在图 Eo 中以= 1为方程式的双曲线 5" 的齐次坐标有方程式 - a ! = ao . 
它与无穷远直线 P ( Fo ) 的交集由条件 a 0 = 0,也就是 a 2 = 士奶 得到. 此时，奶# 0,否 
则三个坐标就全都等于零了.取定勿，交集的两个点可以写成 (0 ：1：1),(0:1: -1) 形 
式. 另一方面，在图 E ! 中，奶 — 0,从而在图中 S 的方程式可以设定为4 +巧=1(町= 
a 0 / ai , x 2 = a 2 / ai ), 即 S 门庇 1 是圆周且 S n P ( R ) = 0 . 

3) 拋物线町 =： 巧(在 E 。 中的方程式)取町= ai / a 0 , x 2 = a 2 / a 0 时可由方程 
式= ai 给出.与 P ( yo)(ao = 0) 的交只有一个点(二重根)，即 (0 : 1 : 0). 实现向另 
—^个坐标系的转换， a 。 = /?。 - /?1， Q ：1 = /?。+ /?1， a ；2 = /?2,我们就得到 02 —绳，它 
在新的图蛻中给出一个圆周.这样一来，圆周(或椭圆)，双曲线和拋物线只要在不同 
的仿射图上看，它们在射影平面上都是同一种曲线.特别地，这个在解析几何学中熟 
知的结果被引到这里来仅仅就是给出所讨论的概念的一个实际例子. 

6. 射影群 设 P ( F ) 是域只上向量空间 F 生成的射影空间，从而点交 e P ( F ) 就是 
一条向量直线〈 X〉 C 设4 : y 4 y 是 y 上的一个非退化的线性算子.它把直线变 
成直线，且不会把直线变成 0. 可见，下面的定义是有意义的. 

定义4 y 上的每个线性算子乂都引导出一个变换 d : ¥{ V )^ F ( V ), 

A x = Ax., (5) 

就称 d 是个射影变换. 

等式 (5) 与我们采用的点*的定义是完全一致的，所以， 

』 . Ax = A • *4x = = ^4 • x. (6) 


由 ( 6 ) 可推出，同样地 ， AA = A . 事实上，可以相信 

定理1等式否 = 又成立，当且仅当，6 = A 儿 

OT 月 街门只需指出， B = A => B = XA. 因为，^ 0, 
Bx = Bx = Ax. = Ax, 所以， 一定有 某个由 x 决定的一 个纯量 A x 一 0使得 6 x = A x -^4 x . 
如果 y = ax ， 那么 

A y - Ay = By = aBx = aX^Ax = A x ^4 y , 

从而有 A y = A x . 如果 x 和 y 是线性无关的向量，那么，向量如和乂 y 也将是线性无关 
的，再由关系式 

A x • *4 x + Ay •乂 y = Bx + By 

= 13 (x ~h y ) = A x +y • *4 .(x ~h y ) = A x + y »/4 x + A x + y * Ay ， 
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就可以推出 A x = A x+y = A y . 这意味着， A x = A 是个不依赖于 x 的纯量，进而得到， 
6 = AA □ 

为了获得射影变换 d 的坐标记法，我们在空间 F 中选择一个基底 ( eo ， ei ，… • ， 
并用矩阵4 = (&,•) 代表线性算子乂在这个基底之下的 矩阵： 

n 

E 

i =0 

如果又 =(ao : ai :…： a n ) Mw 4 x = (/?o : /?i :…： /? n )， 那么 

n 

Pi = 入 〉 : aijCXj ， < = 0 , 1 ， … • ， 71 ， ⑺ 

j =0 

其中 A # 0 是一个纯量.这可以由等式 

n n n n 

a 1 /?两 =»4 x = ajA ^ j = 

i =0 j =0 j =0 i =0 

直接看出来，而且与线性算子作用下坐标变换原则(见第 2 章)是一致的. 

现在，设 E 0 是 P ⑺中的仿射图.它对于点又= ( a 0 ： a ： : : a n ) , a 0 ^ 0有意 

义.如果在⑺中给出 A ) # 0,那么 ， A G E 0 . 爻的仿射坐标是巧 = aj / a 0 , 

而对于点方的坐标是？/ j = 爲 / A )， I j ^ n . 如果把标号为 f = I ， 2 ,… ， n 的等 
式 (7) 用仇除之，再注意到右侧的除数和分母 ao , 我们就得到射影变换 乂在图 Eq 的仿 
射坐标之下的记法 



+ • • • + 叫 72 3 ^ + (^i 0 

^01^1 + • • • + a()n 尤 n + ^00 


1 n . 


⑻ 


其特点，别的不说，在于所有这些公式的分母都是相同的.不定因子 A 也消失了. 

说明当然，会有这样的形式,使得射影变换 J 完全可以把 Eo (精确地说，集 
合的点变到不属于图的点，也就是无穷远点(换句话说，属于 P ( Fo )). 在 
这种情形，公式⑻就失去了意义.如果 aoo = 1; aoj = 0 ，1 ^ j ^ n , 这个早就知 
道的事实就不会发生了.可见，仿射变换是射影变换的特殊情形. 

对于 y 中的任意向量 y # 0,由于乂的非退化性，必能找到这样一个向量 x 使 
得血= y . 这意味着，任意向量歹 e POO 必定是某个向量交在射影变换 i 之下 p 像: 
y = ^lx = Ak . 类似地，任意两个不同 的点元 5必变成不同的点：义^ = Az => ^lx = 

Az => Az = XAx . => A (z — Ax ) = 0 =^z = Ax=^z = x . 换言之，所有的射影变换都 
是双射. 

定义5 在 P ( F ) 到 P ( F ) 的所有的双射变换构成的群中，所有的射影变换构成一 
个子群，用符号 PGL ( y ) 来代表，并称之为射 影群. 
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与记号 PGL ( F ) 紧紧相连的是，这个群乃是完全线性群 GL ( F ) = GL n+1 (用的 一 
个同 态像. 事实上，映射 II: 乂 — J 满足同态条件 tt { AB ) = 7 r ( A )7 r { B ), 这是因为 

AB5t = AB^ = ABy ： = A(Bxj = (^AB) x. 

由定理1推出，核 Ker tt 由相似算子 组成 ： A = £=>A = X£. 因为，映 射屯 ： A h 
显然是群只 *到仄沉 tt = {AS |A €只*} 的同构，所以，在上述说法的基础上，可得 
定理 2空间 P ( y ) 的所有射影变换构成射影群 PGLOO , 它是完全线性群 GL ( F ) 
的 一个同 态像. 同态映射 7 T 的核同构于域只的乘法群只 *， 而且有短正合列 

1 — 只 * i GL(V) ^ PGL(V) ^ 1. - (9) 

在这个给定的情形，就是不出现这个正合列，事情也说得过去，只要简单地知 
道屯是个同构嵌入， Im ^ = KerTr , 而 tt 是个满射.但是，我们乘此机会为的是更加习 
惯于正合列概念的本身，它被广泛地应用于现代数学. 

7 . 射影几何 我们知道，射影群 PGL ( F ) 在 P ( F ) 上作用有可迁性，也就是它 
可以把任意一点变成任意一个另外的点.与一般概念(见第 4 章 §2 的第 4 目)相对 
应，群 PGL ( y ) 也对应一种几何学.这个几何学就称为 射影几何学. 射影几何学 
的 课题是研究在 P ( F ) 中的空间图形的，在 PGL ( F ) 的变换作用下不变的那些性 
质. 这样的性质，同样地，被称为 是射影性质. 直线的平行性和平面的平行性，显 
然，与射影性质没有关系.毕达哥拉斯定理同样也不是一个射影性质，因为它不 
包含长度和角度的概念，我们需要的射影性质不仅将许多欧几里得几何学的定 
理排除在外，也排除了仿射几何学的许多定理.无论如何，射影几何是一种内容 
极其丰富又是极其必要的几何学.稍后，我们将建立一个四点共线的重要射影 
性质. 而眼下，我们先注意射影群 PGL ( F ) 的一系列性质. 

i ) 按照公式 (8) 后面的说明， 群 PGL ( F ) 包含作用在仿射图 E 0 上的仿射群 Aff ( Eo ) 

作为自己的一个子群(对于群 Afp ^) ， i = 1,2,… ， n 也是一 样). ‘ 

ii ) n 维射影空间的点交0, 知，… ，交 n +1 可以说是位于一个普通位置，如果它们中的 
任意 n + 1 个点都不在一个超平面上.换句话说，任意 n + 1 个向量 

Xo, XI ， … ， Xi— 1 ， X 许 1,… ， X n+ 1 

线性无关. 

定理 3 i 5： x 0 , xi , - - - , x n + i ^ pyo,yir * * ，歹 n+i 是两个点组，都是处于普通位置的. 
那么，必然存在，而且是唯一的，一个射影变换 J e PGL ( V ), 使得= y u i = 

0, 1, … ，n + 1. 

证明 按照定义，有 


〈 Xi,x 2 , … ,x n+ i) = V = 〈 yi,y 2 ,... ,yn+i), 


所以，存在一个非退化的线性算 子义， 使得 


A f Xi = yi, 1 ^ z < n + 1. (10) 

乍一看，这没有提供任何寻求乂的想法.但是，条件=力用向量的术语来说， 

对于 Xi，yi e F 就是要求能形如 

^ • 

> 

= Xi 0 ^ i ^ Tl 1 * 

因为 Af U = A 即就是可以用条件 A 。 = 1来把乂规范化. 

现在，定义线性算子5: 

Byi = XiYi, 1 ^ i ^ n + 1, (11) 

利用我们指定的这些 V 从中挑选，使得满足 

BA f x 0 = yo. ( 12 ) 


由这一组点处于普通位置的定义，可得 


n+1 


n+1 


Xo 




yo 




⑽ 


i=l 


并且所有的系数％， ft 都不等 于零. 与 (10) 相对应，有 



借助于(13)，我们令= A , 1 ^ i ^ n + 1,让它们满足( I 2 ).纯量\ = 
arW 以及和它们在一起的变换 (11) 就完全被确定了.现在，设 


BM, 

我们就得到了一个唯一确定的线性算子，它对应具有所有要求的性质的射影变换乂 

□ 

显然，定理3是第4章 §3. 关于仿射变换的定理8的一个类 似物. 

推论 在射影直线 P 1 上的两个三点组^0，交1，交2和知 ，歹 1， 歹 2( 每个组中的点均两两 
不同)上可唯一地定义一个 P 1 — P 1 的射影变换，它把禾分别变到 ％，i = 0， l ，2. 

这个命题意味着， Xf 其余的情况，一个点位于两个另外的点之间，就不是一个射 
影性质.由定理同样可以得到(关于 J 的唯一性的命题)，并不是所有的在一条直线上 

的四个点都可以变成给定的点. 

iii ) 设 P ( t /)， P ( W ) 是 P ( F ) 的淹个 m 维 平面. 那么，它们必然是 PGL ( F ) 同余的，也 
就是说，它们能够在射影变换之 JF 由一个变成另外一个. 


事实上，设 


U = 〈 Uo，!^ ，… ， U m 〉， W = 〈 Wo’Wi ，… , w m ). 


把 {!!(),••• , Um } 扩充成空间 V 的基底 ( Uo , …， u m ，… , u n ), 把 { wo , …， w m } 扩充成空 
间 F 的基底 ( wo , … ， w m ，…, w n ), 进而研究线性算子 A V V , 使乂 Ui = Wi,S = 
0,1,…， n . 于是=兩’ A J Z ^ i i = A^^iUi = 所以, ^( P ( C /)) = ¥{ W ). 

Z 、 2 # 

iv ) 平面 P ( C 7) C P ( F ) 上的所有的射影变换分都可以开拓成整个空间 P ( y ) 上的射 
影变换. 

实际上,和 u 0 , Ui,.. , u m —起的向量 Pu 0 , Pui ,..- , Pu m 同祥也构成子空间 C 7 C 
F 的一个基底，按前面说过的过程把它们扩充成 F 的基底 


( u 0 , •. • ， u m , u m+1 ，• •. , u n ), ( Pu 0 ,. • • , Vu m , W m+ 1, . • • , w n ) 


Alii = Vui^ 0 彡 i 彡 m ， 

. 

Aui = m + 1 彡 i 彡 n, 


我们就得到线性算子 4 : F — V , 它对应射影变换又 P ( F ) — P ( F ), A &( U )± 
与公重合. 

8 . 重比(交比）设 P n = P ( F ) 是个射影空间， Mai , a 2 , a 3 , §4 是 P ⑺中位于直 
线 P 1 = P ( C 7) 上的四个点，而且 
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进而，自可以验证，[心仅仅与《有关,而与向量叫的选择没有关 
系(回忆一下， Aa 《 = &), 也就是说,如果用/\冰来代替 a 《，[§ i , 备 2 ,备 3 , § 4 ] 是不 变的. 

实际上，我们用 bi = Aai 代替 ai , 如果 a ! = a !, a 3 = 7 a i + 如4,那么， bi = 
bi , a 3 = 7A" 1 bi +^ a 4? 从而 


( 狂 1 ，狂 3 

\ ai , a 4 




此时，显然，因子 



也是不 变的. 在用 Aa 2 代替 a 2 时，可建立同样的事实. 

现在,用 b 4 = Aa4 代替 24 . 如果 


ai = ai ， a 2 = a 2? 

a 3 = 7 狂 1 + 如 4 ， a 3 = 7’a 2 + ^a 4 , 


那么， 

进而就有 



ai = ai 9 a 2 = a 2? 

a 3 = 7 ai + a 3 = 7 ’a 2 + 


ai , a 3 

ai，ai 



0 

5 X - 1 



狂 2, 狂 3 

a 2 9 a 4 




在此情况下， （15) 右端的关系式没有变化.当用 Aa 3 替换 a 3 时,会得到同样的情况.同 
时用代替 a 河归纳为它们中的一连串的替换,所以，四个点的重比由公式 (15) 准确 
地确定. 

定理 4 在射影变换之下重比不变，即对任意』 ePGL ( F ) 都有 


I 

〜 〜 〜 ~ 

乂备 2 , 乂备3, Aa ^ 


r /w n 

L a l? a 27 a 3?a4J • 


(16) 


证明设4 e PGL ( V ), 而 C 7 是 y 的一个2维子空间， y = A ( U ). 由于4的非退化 
性质,任意两个线性无关的向量在4的作用下仍然是线性无关的.现在,如果 


〈 a , b ) = U = ( c , d ), 


那么, 


(-4 a , ^4 b 〉= U ’ = 〈《4 c , ^4 d ), 


而联系到基底 ( a , b ) 和 ( c , d ) 的关 系式: 



ac + /3 d 9 


b 


7c + 5 d , 


在平面 c / O : 对应同样的相等的关系式 


Aa . 


a Ac + (3 Ad , 


Ah 




7^4 c + SAd . 


这意味着， 




• d 



(3 


7 



Ab 


Ac^Ad 


于是,用到我们的情形上，就得到 


■ 

~ ~ ~ ~ 
Aki, Aks, Aa^ 

_ 


« 4 ai ， « 4 a 2 , A.sls, A.sli 


( ^ lai , Asl 3 \ / 

V^ai,^a 4 y V 

r /w 1 

[ai 9 a2,a3 9 a4j. 


Aa. 2 , A8l 3 

w 4 a 2 , w 4 a 4 


ai 

ai 


: :)( 


a 2,&3 

a 2，&4 


□ 


9. 重比的坐标表达 式设，在直线 P ( C 7) 上有四个点心,心,心，且对它们可以 


给出重比,并且在 P ( C /) 上引进一个坐标系.也就是说，设 C 7 

1,2,3, 4. 丟 P 么 


( e , f 〉且 a 


aie +/3 if , i 


8 ii 


{ ot % l (^ i )^ 


1,2,3, 4. 


(17) 


(17) 式的意义可以由射影空间的齐次坐标的一般定义中看得清清楚楚.如果 ai 


狂 1 ，狂 3 


7^1 + 5 r 4 j 那么 


ai ， a 3 

ai，aj 



(18) 


此外，由关系式 




7 (aie + /? if ) + 5( a 4 e + 阳)， 


我们得到 a 3 




7^1 + 如 4, /?3 




7/?1 +砂4.所以， 


ai /?i 

Oi3 /?3 


Ot \ 


A 


Otl 


A 


S 


7<^1 + 仏 4 701 + 他 


5 a ^ J /?4 


Oil Pi 

0^4 /?4 


再结合 (18) 式，就给出了 


类似地，有 


ai,a 3 \ _ 

otl 

A 

鲁 

OL\ 

A 

ai,a4 / 

Ois 

03 

CX 4 

/?4 

a2,&3) 

Ot2 

/?2 

• 

Ot2 

/?2 

»2 9 a4 / 

Ois 

/?3 

CX 4 

/?4 
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这样一来，按照重比的定义6,我们有 


r ^ ^ ^ ^ 1 

? 3.2 9 3.3 5 3-4 J 


OLl /?! 

參 

Ot2 P2 



ola Pa 

Oil /?! 

參 

Ot2 /?2 

OtA /?4 


^3 03 


如果％ _ 0, 1彡 i 彡 4 ,且心= f 3 i / ai , 那么，由 (19) 式可以推出 


r ^ ^ ^ n 

[3，1 5 3.2 j H3 1 ^4 J 


1 Xi 

參 

1 X2 

1 X 3 


1 X4 

1 Xi 

• 

1 X2 

1 X4 


1 x 3 


也就是 


r 

[ ai 9 a 2 ? a 3, a 4_ 


( X 3 


Xi)(X 4 


X 2) 


( X 4 


Xi )( X 3 


X2 ) 


(19) 


( 20 ) 


表达式 (20) 或者它的等价的表达式 

4 

卜 ~ ~ ^ -I X3 ~ X\ X4 — X\ 

ai ， a 2 ， a 3 ， a 4 =-:- 

X 2 — X 3 X2 - X 4 

可以拿出来作为重比的定义，但这不是很方便，因为，形式上它与仿射图的选择有 
关系(条件％ _ 0,1彡 i 彡 4), 这个时候，作为表达式的等式 (19) 的右侧部分只有当 
点心中有一个非正常的(无穷远的)才会有意义. 

如果,按照对于图 Eo 的关系选择点心= (0 : 1) 作为无穷远点,我们由 (19) 得到 


ai , a 2 , a 3 , a 4 = 
, • 


X3 - xi 
X 3 - X 2 


除此之外,如果还选择、作为坐标原点 (1 : 0), 而选择心作为单位点 (1 : 1), 那么, X 3 = 

0 , : T2 = 1,且 


[ai,a 2 ,a 3 ,a4] = xi ， (21) 

这就是在坐标系之下点心的坐标,在这个坐标系之下,心是无穷远点, 5 3 是零点,而心是 
单位点. 

这个论断很有用，我们不在 P ^ PW ) 中选取点，而是选取一个坐标系. a 2 , 
5 3 是直线 P 1 上三个固定点 ,I •令 e = i / a l5 f = / xa 2 , 其中 1 /, // 是纯量,它们使得 5 3 = 
e + f . 于是， 5 i =(1 : 0)， 52=(0 : 1), 53=(1 : 1). 现在，如果 SLj = (a : /?) 是 P 1 上的任 
意一个点,那么，按着公式 (19), 并且在其中取 


OC\ = 1,/?1 = 0 ； OL2 = 0,/?2 = 1 ； 

a 3 = 1, /?3 = 1; cx 4 = a, /3 4 = /?, 



我们得到 


[ai,a 2 ,a 3 ,a4] = a/p. 

可以看岀，点54给岀的齐次坐标 a ,/? 的关系实际上是由重比 [1,52,53,54] 唯一确 
定的,这样一来,就有 

定理5在射影直线 P 1 上的两两不同的三个固定点5 2 , 5 3 的情形下，每个第 
四点心 e P 1 都可以由重比[心, 5 2 ,5 3 ,5 4 ]唯一确定. 

现在，我们已经准备好了，可以证明一个命题,从本质上来讲，细化了定 
理3的推论. 

_ 

定理6在 n 维射影空间中，两个分别共线的四点组 5 l5 5 2 , a 3 , a 4 和 h 
是 PGL ( V ) 同余的，当且仅当， 

_ _ 

〜 

[ai ，， 3*3 ， 34] = t>i , 1^25 1>3 9 b4 • 

_ _ 

证明 条件( 22 )的必要性,一旦有匕=扁 i ， 由 (16) 即可推岀. 

现在，设条件 (22) 已被满足.按照射影群的性质 3), —定可以找到一个射影变 
m : F ( V )^ F ( V ), 它把各个点&所在的直线 IP ( C 7) 变到各个点氏所在的直线 P ( W ). 
再依据定理3的推论,存在直线 P ( W ) 的射影变换分,它把否心变成氏 ， i = 1,2,3. 利用 
射影群的性质 4), 把 P 开拓成整个空间 P ( F ) 的射影变换变换』=否就把点心变 
成了 i = 1,2,3. Xf 应地,把点5 4 变成 P ( W ) 上的某个点 d 4 . 根据定理4,我们有 

[ ai , a 2 , a 3 , a 4] = [ bi , b2 , b 3 , c 4 l , 

♦ 

再考虑到 (22), 就可以给出 

■ M| » _ 

0^ 

bi ， b2 ， b3 ， b4 = bi ? b2,b3,C4 . 

_ » m 

由定理 5 可以推出， C 4= b 4 . □ 

习 题 

1•在著名的长度为7的汉明 码丑中 ，有射影平面 F 2 P 2 上由7个点和7条直线构成的一个构形 (7 = 
2 2 + 2 + 1). 这个构形可用图21表 现之. 



3 2 5 

图 21 
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关联矩阵 J 的每一行都有3个1:它指明了在同一条直线上的3个点，每一行同样也是一个丑的 
权3的代码字.而权4的代码字组成矩阵 



矩阵<7是把矩阵 J 中的1换成0而把0换成1得到的.在丑中总共有16个码字，我们已经写出了 14个， 


剩下的两个就是 (0 0 0 0 00 0 ) 和 (1 111111 ). 

(1) 验证，码丑实际上就是 的二个 4维的子空间，它是由线性方程组 

^ 1 +^ 3 + X4 卡怎 5 = 0 ， X\ 4 - X2 + X3-\~X 6 — 0 , 工 2 + 03 + $4 + 工 7 = 0 

决定的(在图22的3个圆中，每个方程式启用位于同一个圆中的变 量)； 

(2) 证明. PGi>(]F 2 P 2 ) 是个非交换的168阶的群，它可以用作用在射影平面的点上的7阶置换 
群来 实现； 

(3) 证明 

PGL(¥ 2 F 2 ) = Aut(H) :^{aeS 7 \a(H) = H}. 



图 22 


2. 设 n = F 2 p 2 是个射影平面，由7个点组成， 而 p , 夺是平面 n 上两个不同 的点. 存在多少个自 
同构能把#变到狖 

3. 证明，在域 C 上任意一个射影变换都至少有一个不动点. 

§4射影空间的二次曲面 

1. 分类 设 y 是个 n + 1 > 2 的实向量空间. g 是 y 上的二次型，/是与 g 配极的对 
称的双线性型，所有满足方程式 g(x)=0 的向量 x G F 组成一个集合 C, 可称它是以 0 为 
顶点的 (逆向的)锥. 如果这个集合不仅仅是由 0 组成的，那么，在集合 F \{0} 到射影 
空间 P ( F ) 的映射 7 T 之下 C \{0} 的像为 C (见 §3), 即被称为 射影二次曲面 (当 n = 2 时,称 
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第5章二次曲面 



为射影二次曲线). 这个定义与前面给出的关于射影代数流形的一般定义是完全吻合 
的. 9( x ) 只有在某个齐次坐标系之下才有意义.如果二次型 di 非退化的，那么,二次 
曲面6也说成是非退 化的. 当6作为点的几何轨迹是 n - r 维 , r < n 的射影平面(具有 
条件巧 + ••• + #= 0) 时,如同在仿射情形一样，就称6为 二重子空间. 

在 F 中任意选择一个基底 (eo, ei ，… ,e n ), 在相应的以0为原点的坐标系之下锥 C 


由形如 


n 


咖) 




> : ^PijXiXj 


0 


i ， j=0 



的方程式给岀.方程式 (1) 也同样是二次曲面在齐次坐标之下的方程式.如所周知, 
基底(兩)是可以用这样一种方式选取的,即使得二次型^在这个基底之下取规范型.可 
以借助于线性变换4 e GL ⑺完成从一个基底向另一个基底的转换，而4对应一个 
射影变换 JePGL ( F )( 见 §3). 利用可将方程式两端乘以 -1 这样一条性质，我们可以 

认为，在 g 的规范型中正的平方项的个数不少于一半.还需要回忆对于实二次型的惯 
性定律.最终我们就得到下列命题. 

定理 1 n 维射影空间 P ( F ) 中，所有的非二重子空间的二次曲面 C 都等价于一个 
具有圆锥方程式 


Xq H - • • • H - — x 2 s+1 W = 0, [ r /2] ( s <r (2) 


的二次曲面. 

为使 P ( V ) 中的两个二次曲面射影等价，必要而且只要，它们的方程式的左侧具 
有相同的秩和相同的符号差(已假定指标满足 s 彡 [ r /2]). 

2. 射影二次曲面的例子与表现 我们看到，射影二次曲面的分类与仿射几何以 

及欧几里得几何相比,最为简单.§3的例1可以算得上是一个极好的 解释： 仿射的不 

同的椭圆、拋物线和双曲线却在不同的仿射图中对应同一种射影曲线.类似的情形, 

在高维情况下也会岀现•如，在 P 3 中，有两个不同的非退化的二次曲面，它们分别由 
方程式 

Qq - j - - j - 0^2 — 0^3 ~ 0^ + 0^ _ 0^2 — 0^3 = ^ (3) 

对应. 

二次曲面 A al ^ a \^ a 2 2 -al = 0可引出椭球面、双叶双曲面和椭圆拋物 面:第 
一 种情形对应图 E 3 = e 3 + F 3 , 第二种情形对应图£ () ,£ 1 或£ 2 ,而第三种情形的对应 
图在新的坐标系 

A) = oto, /?i = ai ， /? 2 = a 2 - a 3 ， /?3 = 以 2 + 以 3 

之下给出会更方便些,此时,二次曲面的方程式可记成形如 


虎 + 辦 + 02^3 = 0, 
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它在图掀=% + %中对应椭圆拋物面.在这三种情形下,仿射二次曲面(^与无穷远 
射影平面 P ( K ) 的交集是有区 别的： 

c a n f { v 3 ) = 0, 如果 c a 是个椭 球面； 

c a np ( y 2 ) 是个圆周，如果 c a 是双叶双 曲面； 

c a np ( v 3 0 是二重点 (0 ： 0 ： 1 ： 0), 如果 c a 是个椭球拋物面. 

类似地可以说明， Xt 应⑶的第二个方程式的二次曲面可引出单叶双曲面和双曲 
拋物面,不难得出一般情况下射影二次曲面在仿射图 ( E , 句上的公式 (1)( 非空的，而且 
不是二重子空间).总能在空间 F 中选择一个基底，…， e n ) 使得双曲面 E 和 Eo = 

eo + Vb 重合.于是伞=少 0 ,且在坐标系 { eo ; ei , … ， e n } 之下，二次曲面6 fl E = 
少 0 (亡)由方程式 


Q(eo + y) = ^ + PioVi + (Poo ⑷ 

ij=l 2=1 

♦ , " 

决定. 

条件(作)尹0足够使以⑷为方程式的二次曲面 S 不为零，也不为二重子空间.实 
P 示上，在相反的情况下，二次函数 Q 必然在某个坐标系 { fo ; fv , f n } 之下形如 



其中 e = 0或 e = 1 . 于是，射影二次曲面在基底之下的齐次坐标必然 

r r 



0 或者= 0,但是，这不可能. 



反之，所有的仿射二次曲面 M 非零的，且不为二重子空间，所说的 (4)) 都是 P ( V ) 中 
一个射影二次曲面的精确的表达.实际上，二次曲面 *5 的方程式⑷在坐标系 { eo ; ei ，…, 


e n } 之下对应形如⑴的二次函数 g 和圆锥 C . 因为(仰 片# 0,所以 (作诘 _ 0. 其次，如 
果在某个坐标之下咖）=士 j > o 2 , 那么， C 就是个平面，这是不可能的，因为交集3 = 

cn e 是个二次曲面.换句志兑,以均= 0是射影二次曲面 c 的方程式且 s 是 c 在仿射 

图 E 中的 表现. S 同时还是射影二次曲面 ⑦ C P ( F ) 的表现，⑦的方程式是叭 ( x ) = 0, 
那么，依据§2的定理1, X 寸应的二次函数(^和仏就应该是成比 例的. 此时， g 和奶成比 


例，所以 ， g = 


把注意力集中到这样的一个事实上，即在射影空间里,柱面和锥面之间的所有差 
别都被磨光了.事实在于,所有的柱面的直母线从仿射的观点来看都是平行的,相交 
于无穷远点.我们说, 3维的仿射空间中的锥面 g g _巧= 0,椭圆柱面、拋物柱面 
和双曲柱面都不过是3维的射影空间中同一个柱面 a 2 +^ 2 -7 2 - 0的不同的仿射图 
的表达而已. 
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3. 直线与射影二次曲面的交 正如我们所期待的那样,任意射影二次曲面与任 
意直线必有非空的交集(与仿射情形不同). 

也就是说，设二次曲面6由方程式 (1) 给定,而直线是形如 


xi = iiai H - i / bi , i = 0, 1， • • • , n (5) 

的方程式,其中备 =( a 0 ： ai : : a n ),b = ( b 0 ： h : : 是在直线上的两 个点. 

把 (5) 代入 (1) 中之后，我们得到方程式 

g(a)" 2 + 2/(a, b)fiiy + q(b)u 2 = 0. (6) 

I 

我们感兴趣的是解 (//,〃）_ (0,0), 因为坐标 xo , … ， x n 不应当同时转化为零. 

如果 


D = /( a , b) 2 - ^( a )^( b ) + 0, 

那么，我们得到两个解,对应直线与二次曲面 C 的两个不同的交点(可能是复共轭的). 

如果 D = 0,但并不是所有的咖 ), g ( b ),/( a , b ) 都等于零,那么，直线与二次曲面 

有一个二重的共同点.如果这一点 f 不是奇点，即_ 0至少对某一个 i 成立，那 

OX% \p 

么,在这一点直线与二次曲面相切. 

最后，当 


q (^) = 9( b ) = /( a , b ) = 0 

时,方程式⑹转化成一个恒等式,且直线⑼整个地位于二次曲面6之中,成为它的一 
条直母线. 

我们看得出来，渐近方向的概念对于射影二次曲面而言没有任何意义. 

4. 关于射影二次曲面的一般说明 1) 考察点& e P ( F ) 和方程式 


n 

/(a ， x) = > : (fijdiXj = 0, (7) 

i,j=o , 

其中，/是个双线性型,与 g 配极.如果所有的％的系数都能转化为零,那么 


<^OO a O + <^10^1 + …+ WnO a n = 0, 


^POn^O H - ^Pln^X + • • . + ^Pnn^n ~~ 


⑻ 


而且因为所有的齐次坐标^不同时为零，故 (8) 等价于条件 det ( y ^ •诏= 0. 这样 一来, 

只有在二次曲面退化的情形 ( g ( x ) = 0)，表达式⑺才能是其上带有 a 的一个恒等式, 
这时, 6为一^个奇点. 

除去上面所研究过的情况,我们看到方程⑺在 p ( f ) 中确定了一个超曲面 n , 它称 
为点 a 关于二次曲面 6 的 配极. 称点 a 是自己配极的 n 的极点. 明显的，只有当 a ec 时, 

点谷的配极 n 通过& 
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任意一个双曲面 IL 


jPO^O jPl«^l + • • • + Priori = 0 

都有唯一的一个相对于任意一个非退化的二次曲面 (5 c ¥( V ) 的 极点. 实际 

上,在如(作％ _ 0的情形，方程组 


^Pojao + <Pijai + • • • + ( fnja n = pj , 0彡 j 彡 n ， 

有而且只有一个解. 

2 )二次曲面完全可以作为一个一般的代数流形自然地用复数的观点加以研 
究. 也就是说，在 CP n * 的复的射影流形有可能给出(在没有实数解的情况下)更 
加精致化的 拆分. 这就需要回顾有关实系数多项式根的 问题. 在 [BA I ]中，我们 
知道，只有运用复数域 C , 才允许给岀这一类问题的穷 尽解. 在参考书 [2] 的第3部 
分引进了 RT 1 和 CP 。 的直观比较,这个时候,精髓在第3章§4的实数域 R 上的射影空 
间 P ( F ) 的复扩张 P ( F C ) 起重要 作用. 标准嵌入 F C F c 允许把 F 中的每一条 R 直线 
与它的复扩张——中的 C 直线看成是同一个东西.这样，就定义了嵌入 P ( y ) C 
nv c )- 在 p (_) 中的点就是实的射影空间 p ( y ) 的“复 点”. 



题 

1. 试验证，在空间 RP 3 中有八类射影等价的二次曲面（包括零二次曲面，退化二次曲面以及二 
重子空间)，在适当的齐次坐标系之下，这些等价类可由方程式 


( 1 ) $0 + ^1 + ^2 + ^3 =: 0 ； 
⑶ ^0 + ^1 — $2 — $3 = 0 ； 
⑼ $0 + ^1 — $2 — 0 ; 


⑺枝 

分别给出来. 



0； 


⑺ = 0 
⑷ ^ + + d = 0; 

⑹泛+巧= 0; 

⑻ ^o=0 


2. 利用习题1和习题 5.2.1, 指出⑴ 一(3) 型的二次曲面的仿射表达. 





里 


在整个的教学过程中，我们需要和这样一些数学概念打交道，如,域只上的向量 
空间与 y 共轭(或对偶）的线性函数空间 F *， VO : 的双线性型的空间/ ： 2 ( V ， 用^上 
的线性算子空间/ ：( F ) := £( V ； y )( 经常用 End y 或者 Hom ( y ， F ) 代表)， 等等. 甚至，还 

引 进了半线性变换空间(见第1章§4的第1目).照例，以 F , F *，£( V ； 用以及其他空间的 
元素的各种计算是在选择了基底且描述了(向量，线性型和双线性型的)坐标向新的 
基底转换时的变换规律之后才能更有效地进行.现在，我们准备用统一的观点研究 
所 有上述的概念并且导出某种形式体系或顺序上的计算，这些东西产生于而且被成 
功地运用于物理学和几何学中. 

§1张量计算初步 

1. 张量的概念 为了可以达到更广泛合理的概括性，我们仅限于讨论某些特殊 
类型的多线性变换. 


定义1 设只是个域， V 是只上的向量空间， V * 是 F 的共扼空间， p 和 g 都是大于等 
于零的整数， 


V p x ( V*) g = Vx -- xVxV * xV * 



是 P 重空间 V 和 g 重空间 V * 的笛卡儿积.所有的 p + g 重线性映射 


f : V p x ( V*) q ^ 负 


都被 称为是 V 上的 ( p ， g ) 型, p + g 价(或秩)的 张量. 同样,也说/是一个 P 次共变且 g 次反 
变的混合张量. 当 p = 0 时，就简单地说/是反 变的， 而当 g = 0, 则说是共 变的. 
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特殊的，（1， 0) 型的张量就是通常的 V 上的线性函数，也就是 V * 的一个元素，而(0, 

1) 型张量就是 V * 上的一个线性函数，也就是 V **的一个元素.但是，由于有限维空间 

的自反性(第1章§ 3 的定理 2 ),在 V 和 F ** 之间存在自然同构，允许把 V **与某个向 

量 Xpe F 等同起来(或者把向量 X 与线性函数& e y ** 等同起来)这个等同可以在线 
性函数的记法 

/( x ) = (/， x ) (1) 

之下实现，这个记法前面已经使用 过了. 当/固定时，这是 V 上的一个线性函数，而 

当 x 固定时，它就是 V * 上的一个线性 函数. 换言之, （0, 1) 型张量可以认为是一个向量， 
也就是 V "的一个元素. 

进一步，（ 2 , 0) 型的共变张量显然是 VO ： 的一个双线性函数，而 (0, 2) 型的反变张 
量就是 V * 上的一个双线性函数. 

最简单的混合型张量，即(1， 1) 型张量的解释是饶有兴趣的.按定义 /(x ， w ) 是个 

对 x e F 和对7/ e 均有线性性的 函数. 对任意固定的 X ，函数对 u 而言是线性的，所 

以，能够找到€ V ，使得 

/( x , u ) = ( u , T - x ) (2) 

(我们利用了记法⑴).因为 /(ax + /? y ， ix ) = a /( x , u ) + /?/( y , w ), 所以 

( 以， ^(ax + /?y)) = a(u, ^x) + P(u, Ty) = (u, clFx + /?^y), 

从而有 

T (ax + Py) = (x^x + /?^y, 

也就是说， 7 是 V 上的线性 算子. 反过來对每个7 e C(V), 按照公式 (2) 建立函数/ : 
F x — 尽它对于 x e e 都是线性的.明显地，/ H 7是个双射.这样一 
来,每个 (1, 1) 型张量都对应而且是唯一确定的 V 上的一个线性算子. 

还要约定，把(0, 0) 型张量理解为一个纯量(域只的元素).我们可以得出这样的结 
论,所有的秩< 2的张量，对我们来说，都是熟悉的. 

F 上所有 ( p ， g ) 型张量的集合 TM = T | ⑺构成一个向量 空间. 事实上,如果/，分€ 

Tl ( V ) Ka , pe ^ 那么，自然地可以把 a / +办理解为一个张量，它由公式 


( a f + /%)(Vl ， … ， V p ;Wi ， … ,U q ) 

= ^/(Vl, - - - ,Vp ； 7Xi, ••- ,U q ) +/?/(Vi, … ,Vp ； 7Xi, ••- ,U q ) 

来定义. 

2 •张量的乘积 首先，设 


(3) 


/ : Vi x ••• x V r ^ : W\ x • • • x W s ^ 

是任意的多线 性型. 这意味着,是相互之间没有任何关系的向量空间. 
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定义 2把/和 g 的张量 积理解为映射 

f ③ g •• Vi x - • xV r xWi x . • • x W s — 负 , 

它用公式 


(/ ⑭ 50 (Vl ， … ,V r ； Wi, •• - ,w s ) = /(vi, - - - … ， W S ) 

定义.要从本质上强调，变量 Vi 和变量 Wj 是没有关系的 • 

显然,/ 0分是一个多线性映射，所以，可以打一个比喻，在 VI ， … ， v r ;w 2 , …， W 

固定时，我们就得一个函数,它与 〆 Wl ，… ) 成比槪是线 性的. 

如果，比如说，/和9是 V 上的线性函数,那么 


(/(8)^)(x,y) = /(x)^(y) 

就是一个特殊类型的双线性函数,而且,这个平平常常的例子说明，我们没有任何资 
本期待等式/ ®g = g 公 f . 事实上， 

{g^> /)(X, y) = /(y)^(x) ^ f(-x)g(y) = (f^ ^)(x,y). 


同时, X 利壬意三个多线性函数(例如， h : U 1 x ... xU t — 汉 )，结合律是满足的 

(f ⑧ 9 ) ⑧ h = f 0 (g <S> h). (4) 

这是因为，作为函数,左侧和右侧都与 

/(Vi, ••- ， …. ， … ， U t ) 

嬋 

> 

‘ • 

重合. 

现在设/是 ( p , g ) 型张量,〃是 ( r , s ) 型张量,那么/⑭ g 就是在笛卡儿积 


v 9 x (v*) q xv r x (v*y 

上的多线性函数.把这个笛卡儿积与 


yp+ r x (V^) q+S 

等同起来.对所有的％ € 巧€ F *， 用公式 

(/ ⑭ 50(Vl, … ,V p+r ； 7Xi, •• - ,% +s ) 

=/(vi, … ,Vp ； 7Xi, ••- ,u q )g(vp + ir- ,v p+r ;^ + i, •• - ,%+s) (5) 

加以定义，我们可以把 / ⑭ g 作为 K_t 的 (p + r , g + s ) 型的张量进行研究 • 

在下面，用来区别不同类型变量的分号,依照惯例,将会省略掉. 
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定义 3 称由公式 (5) 给定的张量/⑭ g 是张量/和张量 g 的 (张量)乘积. 

例 1设/, A / I 是 V 上的三个线性函数，而 a 和 b 是 F 中的两个向量.正如我们从前 
说明过的，按已知的等同式,可以把它们说成是三个 (1, 0) 型张量/,仏/ I 和两个 (0, 1) 型 
张量 a , b , 在这种情况下,就可以把张量 > 

t = f<S>g<S>h<S>aL<S>h 

说成是 (3, 2) 型的. 如果 x, y,zeV,u,veV\ 那么， 

t{^y,z,u,v) = f(-x)g(y)h(z)R(u)b(v), 

其中 a ⑷， b ( u ) 应该理解为用公式⑴确定的表达式: a (7/)=( a ， u)=(u, a )= i /⑷. 

由公式 (5) 和张量线性组合 a/ + 你的定义 (3) 可以看出，张量的乘积具有分配律 

I 

(af -\r f 3 g)^)h = af <S)h-\r pg^) h, 
h <S> (af + Pg) = ah® f -\- ( 3 h® g. 

综上 所述： 

1) 对任意类型的张量定义了乘积运 算⑭； 

2) 乘积的价等于各因子的价之和； 

3) 张量乘积是结合的而且是分配的，但不是交换的. 

3. 张量的坐标 我们已经开始感觉到要清楚地区分 F 的元素和 V* 的元素的必要 
性.按照经典的理解，张量分析开始于在空间 T |( V ) 中选择基底，并用自己的坐标去 
刻画 张量. 通常,在 F 和 V * 选择(相互辦偶的基底 

y =〈 ei ，… •， e n 〉， , e n 〉， 

并且在基底的向量之间按上面说的办法排列指标.为有直观性,在我们这里，指标在 
上方的向量采用平常的字体印刷.在对应的坐标中，指标的排列是“对立”的，即，我 

们设 x € V"， x = f e V* ， f = y^J 3 je j . 回顾 

♦ • 

i 3 

(e h en = (e^e i )=S{ = { 0 ^ j ： (7) 

/( x ) = (/, x ) = ^2 ai ^ 

% 

上方的指标绝对不可以与能够判断岀来的方幂次数混淆起来.不过，在我们这里将 
不会遇到这种情况. 

在张量分析中，通常按所谓的哑 指标来 引入对称性，我们在前面已经遇到它一 
次,在后面还会遇到它一次.所以,一些经常接触张量的人,就默认逐次做和,而把求 


和号约定可以省略.例如,把 


X 


a 


、和 


x 


等同起来.我们不赞成这个约定, 


% 


但是，约定按不同的指标求和可以用最简单的一个和号来代替，即 




% 


3 


k 


E, 

hj， …， k 


而且不申明求和的界限，因为根据上下文，很明显，指标取什么值(通常由1到 n 

dim V ). 


设给定了一个 b ， g ) 型张量 r , 它的值可表达成 


rpjl， …， jq • 

ii， …， ip • 




T ( e ^ 


, e ip , e J1 , ••- , e 3 


⑻ 


的形式. 


定义 4称数是张量了在基底(^，…， e n ) 之下 的坐标(系数 ，或者分， 

我们赋予这个 Sift 用的思想，在 ( p , g ) 型张量的空间本身中选择一适当的 
基底，也就是考察被称之为可分解的 ( p , g ) 型张量 


e Zl < S ) 


參 ## 


(8) e lp <S) ej ± <S> 


# • # 


③ e j q ， 


⑼ 


而且，如同从前做过的一样，把％， • • • ，与上的线性函数巧⑺ 


/㈣ 


Cf ， ％)等 


同 起来. 因为 (eSe 




碎， （ e fc ， e fc ’) 




吃，所以 


( e Zl < S ) 


m % • 


<S> e lp <S> (8) 


• 參 # 


@ e ^)( e ii ， … ， ％， 〆，•••，e 必 ) 


嘴…咤磅…磧 （ 10 ) 


构作张量 


Ti 




⑭ • • • ⑭ e Zp (8) ej 1 ⑭ • • • ⑭巧 


■ 擎 

hj 


它是张量⑼以⑻为系数的线性组合.利用公 式⑶和 (10)，我们得到 




，❸ 〆 1 ，… » 


rpjl … jq 


也就是说它恰恰是张量 r 的坐标(见⑻).但是，张量 r 的坐标是完全确定，因为，根据 
它的多重线性性质,对任意向量 


Xl 


，…， x p 


X> ip % 


ii 


ip 


以及线性型 


U 


Ew 71 ， …〆 


J 2 r j q ejq 


3i 


3 q 


有 


7^ ， …… ，乜 1 ， … ,u q ) 




V ' rpjl … jq 


# # 


• P ZP ^*1 


•• 丁 j 


( 11 ) 


• • 
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在这个关系中只要我们回顾一下双线性型厂 V 2 — 尽并将 它记成 /( x ， y ) = 

J 2 fij x i Vr 唯一不同之处在于指标的标记方式.现在，我们把它记成 f/i〆〆 

♦ • 

h3 

如果张量乃和张量 r 的坐标重合，张量本身就应当重合，即 

t = Y 1 ⑭…⑭⑭ (8) … 0 e jg . (12) 

• • 

特别地，每个双线性型/应形如 

/ = [/i〆 ⑭ e J _. 

• ♦ 

剩下来还需要指明的是，对应不同的配套指标 h ，…，‘么，…，、，型 (9) 的可分 
解张量是线性无关的.这可以由计算它们值的规则 (10) 直接得到.事实上，假若存在 
一 个线性关系式 


^2 ⑭…⑭ A ⑭％⑭… (8) e 九 = 0, 


它以 a e 只为系数，即可转向这个等式的左侧，如同前面处理张量乃一样，可以 


直接导出结论， c : = 0. 

空间的维数%于⑼中不同的基底向量的个数.从而它与 p + g 个指标 h ，…， 
九…，岛的所有不同的选择的个数# +<? 相同，因为每个指标都可以不依赖其他指 
标从1取到 n . 张量坐标 (8) 很容易理解的直观性使得可以把它排成一个空间立体表的 
形式.立方体的维数等于 r 的价数.我们熟知的行，列,方阵都是这种 b + g ) 维表的特 

之二 


殊 情形. 

将上面所讲的总结为下述论断. 


定理 1 y 上的型张量构成一个 nP + g 维的向量空间 T |( y )， 它以 


e 11 <S> - - <S> e tp <S> ej 1 <S> ••• <S> ej q 


构成一个基底，其中 ( ei ，…， e n ) 是空间 V 的一个基底，而 ( e 1 , …， e n ) 是空间 V * 的对 
偶的基底. 

存在而且唯一地存在一个张量，它具有预先给定的坐标 

4. 在不同坐标系中的张量 我们需要得到一个向新的基底 化时 张量坐标的 


替换 规则. 设 ( ei ， … ， e ;) 是空间 y 的另外一个基底， （ eV .. ，^)是「中与之对偶的 
基底•而4 = ( a 》) 是(的)向 ( e () 的转换矩阵.矩阵4 = «•) 的元素是这样表达的，上方 
的指标是指行数，而下方的指标是指列数.在这些表示中 





k 


1， 


• 鲁 


• , n. 


% 


mB = (吻代表由 (^)向(^) 的转换矩阵的转置矩阵,我们应当记 


(13) 


e 


tk 






(14) 



这样才能按着“不同层次”同时表示指标的原则严格对应.再引进一个辅助 


矩阵 B- 1 = (弓）： 

利用基底的对偶性质，可以得到 



E 




4 = (E C W •卜 (AO 4 

♦ • 

I % 

由此可见 ， C = A , 而且 

♦ 

% 

其次 ， B = A ~\ 同时我们可以看出由^)向(6〃)的转换矩阵就是矩阵 W =* ( A - 1 ) = 
f A ~\ 它被称为4的 转置逆矩阵. 

现在，来求岀我们的张量 r 在基底 


e Hl ( 8 ) 


⑭ e 


fi p 


⑧ e’h <S) 




<2 


之下的坐标 m . 按定义(见⑻)， 



换言之，下面的定理成立. 

定理2当由空间 F 和的对偶的基底 ( ei )， （^)向相同的空间的新的对偶的基底 
按公式 (13) 和 (14) 转换时， （ p ， g ) 型张量 r 的坐标按公式 


rpjl-'-jq — \、 A …4 rp/Jl … ...J’g 

“… ip 2L ^ 《1 … ip 4 … ％ j [… j f q 

i f ,r 


(15) 


转换. 

- a 

通常说,公式( I 5 )中矩阵 A = «•) 在张量坐标的上指标起作用，而矩阵 B =内）= 
义- 1 在下指标上起作用. 

♦ • 

在刚开始时给出的张量的定义现在可以换一种 说法. 所谓 V 上的 ( p ， g ) 型张量 T , 

是与空间的每一个基底联系在一起的一组#+吟纯量7^.:》(在下方有 〆 h 共变指标， 

而在上方有 g 个反变指标)，使得在不同的基底之下对应的组彼此之间用关系 (15) 
联 系起来 • 

前面在多重线性犁语言上的陈述的张量的作用很容易在坐标基准上加以记叙. 
比 如说, 5和 r 是同型的张量,那么，它们的线 性组合 a 5 + /? T 可被称为是以 



的张量 • 任意型张量 ( QU :) 和任意型张量(吨土)的乘积张量的坐标是 

rph … jqh … h _ r\3l 9 ^3q 

ii •• -ipfci • • *fc s Wii … ip … k 8 * 


(16) 


这个定义,实质上,与基底的选择没有关系，因为把变换 (15) 用到 (16) 的左侧就会在右 

侧的因子 Q 和丑之间引出成比例的量 . 

例2考察 V 上的线性算子只我们已经看到(见例 1), 可把7解释成 (1, 1) 型张量. 

这与矩阵表达是一致的.如果 F = ( e 1? -.. , e n ) KJ ^ e k = 那么，按公式向新 

♦ 

的基底 1 

e f k = Y 2 a k e i ^ e k = Yl b k e ， i ^ b k a i = S k 

• ♦ • 

I I l 

转化时,将会有 


XI f ； k e s = = Y1 a kfi e 3 = a kfi b j e； s- 

s i iJ i ， j,s 

进而有 

n = J 2° ifi b h ( i 7) 

m w 

h 3 

这刚好应当对张量 F =(/ j ) — 次共变加一次反变.公式 (17) 的另一种表达我们在表达 
线性算子在不同基底之下的形式时已经遇见过了. 

张量在数学和物理学中大部分作为服从于变换原则 (15) 的自然客体的几何 对象. 
此外，对于物理学，最重要的不是张量本身，而是张量场(曲率张量，引力场张量，等 
等).简单说来,可以把张量场理解为一个从空间 V 到所有给定类型的张量的集合的 
一个 映射. 详情可见 [2] 第4章 §8. 

5. 空间的张量积 张量的张量积运算允许自然地加以推广，这在微分几 
何学，群的表示理论和数学物理中有各式各样的应用.不追求最大的概括性， 
对我们来说未必有追求一般性的必要，（而如果要那样做,这种引入的预先设 
立的目标是什么？ ） 我们只限于有足够的兴趣去构造向量空间的张量积.这个 
构造在 [ BAM ] 中可以找到应用. • 

定理3设 F , W 是域只上的向量空间.那么，存在只上一个向量空间 T 和一个双 
线性映射 t : VxW 满足下列 条件： 

k 

( T 1) : i 口果 Vi , •. • ， Vfc € V 是线性无关的，且 wi， …， Wfc € W "， 那么， y ^ r ( vj , Wj )= 

i=l 

0 今 wi = 0,…， Wfc = 0; 

k 

( T 2) 如果 wi ，… , Wfc € W 是线性无关的,且 v l5 • • • , Vfc G y , 那么， y ^ r ( v ^, w ^) = 

i = l 

0 =^ vi =0, • • , v fc = 0; 

( T 3) t 是一个满的映射，也就是 


T = ( r ( v , w ) |v G V , w G W )^ • 
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此外，对于 (r ， r) 在如下的意义下是具有泛性的，如果任意一个向量空间 r 和任 
意一个双线性 映射戶 Y x w — : r 作成的对那么，一定可以找到唯一的一个 
线性映射 cr : T * — T 7 使得对任意 v € V , w G W 都有 /( v , w ) = cr ( r ( v , w )). 

证明 下面仅仅给出一些必要的论断的草稿. 

i ) 如果 V = 〈 ei ，…， e n h ， W =( f l5 ..., f m k ， 那么， （ T 1)—( T 3) 综合起来等价于 

唯一性条件:向量 T ( ei ， fj ), 构成空间 T 的一个基底. 

ii ) 对于域只上任意一个 mn 维向量空间 r , 映射 t 和 v = [ w = [ 爲心 

• ■ 

可以由关系式 Z ' 

r(v,w) = ^ 03^3 

• • 
h 3 

来 定义. 其中 (~|1 m ) 是 r 的 基底. 按照 1)， 对 ( T , r ) 满足条件 ( Tl ) 一 

(T3), 而且,所有的对都可以用这种方式得到. 

iii ) 对于所有的具有一个双线性映射/ : y x W ^ : T 的对 ( T ' r ' 我们可定 

义一个线性映射 CT •• T — T 、 令 丁 ’6 汉 .依照 i ) 和 ii), 

?(v ， w) = = cr ( Y ^ a iPjUj ) = cr(r(v, w)). 反过来 : 如果 , cr(r(v,w))= 

t’(v, w), 那么， a(tij) = 尽 ) ） =r^e^fj). 

iv ) 设，存在两个都具有泛性的对 ( r ， r ), ( r ; , r ), 我们容易发现 a : T — 穸和 〆 : 

T — r 实际上是互逆的同构 映射： a / oa = e T ,( roa / = e T r . 这样一来， r 兰 r ， 同时, 
同构映射 a : r — 穸具有本定理的叙述中的性质. □ 

定义 5 称给定的空间 y，w ■唯一确定的(精确到同构)对 (r ， r) 是这两个向 量空间 

的张量乘积. 

不难说明，在预先设定 dim r = nm 时，系统 ( Tl )—( T 3 ) 中的条件 (T1) 和 ( T 2 ) 是可 
以省略掉的,剩下这三个条件中的一个条件就足以定义张量乘积了. 

记 r = y ^ w 或简单地记为 y ⑭灰我们还应当理解，向量空间 r 已经附加 
了从笛卡儿积 V x W 到 r 的映射( V ， w )-> V 0 W , 它满足 ( T 1) 一 ( T 3). 换言之，张量 
积 V ⑭ W 的元素乃是有序对 v (8) w , v G y , w G 以只的元素为系数的形式上的线性 

组合.这个时候，被设计好了的下列条件被满足 

(Vl + V2) (8)W — Vi(g)W — V2 ⑭ W = 0 ， 

V (8) (Wi + W2) — V ⑭ Wi — V ⑭ W2 = 0 ， 

Av ⑭ w — v ⑭ Aw = 0, A G (18) 

A(v <S> w) = Av (8) w = v (8) Aw. 

由定理 3 可以直接看出来，双射映射 v (8) w w (8) v , (u (8) v ) (8) w ^ u (8) (v (8) 

w )， v ( g ) A A (8) v Av 可以建立起向量空间之间的同构， 

{U ® V)^W ®{V ® W ), 
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^ (8)^ = ^(8) V " = V 

可把它们称为标 准同构 (这些同构符号不可用等号代替).同样,分配律也是满足的 

([/ © y ) ⑭ ws ([/ ⑭則 © (y ⑭ w ), 

⑭ (y © w ) 兰 （[/ ⑭ y ) © ([/ ⑭ w ). 

在研究结构时,下面的举措应该是把空间和它上面的线性算子综合在一起. 

定义 6 i ^ A ： V ^ V , B ： W ^ W 是两个线性算子.称线性算子 

A ^ B:V 

是算子 A S 的张量积，它按规则 

% 

(-4(8) B)(v (8) w ) = Av (8) Bw (19) 

起 作用. （而且，按照线性性质， (^4 < S > B )(^2 (vi (8) Wi )) = 2 Avi (8) Bwi ). 

明显地，这个定义与关系式 (18) 是一 致的. 例如 


«4(vi + V 2 ) ⑭ Bw — Avi <S> Bw — Av 2 ^ Bw 
= (Avi + Av 2 ) ⑭ Bw — Avi (8) Bw — Av 2 ⑭ Bw = 0. 

所以 ,4(8)0 在 y ⑭ WO ： 的作用是确切给定了的.我们同样地注意到，由 (19) 可直接计 
算出关系式 

{ A ® B ){ C ® V ) = AC ® BV , 

(A-\r C) <S> B = B + C 

A.<S> {B -\r X>) =A<S)B-\rA<S>7^, 

A 0 XB = XA (8) B = A (.4 (8) B). 

§ 

我们把它们留给读者去验证. 

和从前一样，设 F = 〈 ei ， …， e n 〉 ， W = ( fi , - - - , f m ). 在基底 

(ei ⑭ fi ， … ， ei ( g ) f m ，… ， e n (8) fi ， … , e n (8) f m ) 


之下，算子 Z ⑭ S 的矩阵 A ⑭ B 是 nm x nm 维的.我们记下 


Aei = 

% 9 


sfj = Pj ^ j tj f , 

r 


就得到 


(A<S> B)(ei 0fj) = ^2 ^ 




习 题 

1. 克罗内克符号. 验证，句是 Tl ( V ) 的一个元素，它代表空间 V 到自己的恒等映射. 

2. 度量张量. ik . V =( e lr - ， e m > R 是带有纯量乘积的欧几里得空间，由正定的双线性型 

(X I y ) = g ( x , y ) = ^ gijx ' x 3 , gij = g ( ei , ej ) 

# 

给出这个纯量积(遵循在几何学中采用的惯例，这里我们用字母分和符号恥).通常，称 G 0 =(恥)是 
空间 V 的((2, 0) 型的)度量张量.这样一来，度量张量的分量就是纯量积对于 V 的一个适当的基底 
的格拉姆矩阵的元素. 

现在，我们回忆一下与欧几里得空间 V 标准同构的对偶空间 V *，且把 V 的基底(仏)和空间 V * 的 
对偶基底 ( e ” 等同起来 :( ei |*) = ^(见第 3 章 §1 的 (13)). 如果 f = g ( e \ eP ), 那么， G 0 = ( f ) 同 
样地被称为是空间 V 的度量张量(现在已经是(0, 2) 型了）.这个时候，叫和 f 是度量张量 G 的共变 
坐标和反变坐标. 

试验证， G 0 G 0 二 E , 也就是 

^9 % J 9 jk =拉.. 

參 

3 

3. 纯 量域的 提升. 设 V 是个以 ( ex ，...， e n ) S 基底的实向量空间，它的复化空间(见第3 
章§4的第3目）.因为复数域 C 是实数域 R 上的向量空间. （ l ， i ) 是它的一个基底，我们就可以构造一 
个向量空间 

C 0 F = 〈 l 0 ei ， … ， l 0 e n ， i 0 ei ， …, % 0 e n ) . 


试验证， E 线性映射 


E 0 F F c ： 1 0 efe ^ e/c, i 0 e；c 卜 “e/c 




§2 张最的卷积，对称化与交错化 
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定义了 C (8) F 与之间的同构映射. 

更一般地，设负是域公的子域， v 是域只上的向量空间.开始时把公看成只上的一个向量空间，我 
们构作张量积 V . 此后，在其上引进公上的向量空间结构，该结构中，用 a € i ： 做纯量乘法是 

a(b ( g ) x ) = ( ab ) 0 x ， a , 6 G £,x G K 

证明这个定义的适定性. 

4. 设 ， dim V > l,dimW > 1. 试说明，在张量积 V ⑧ W 中存在这样的元素，它不能简单的 
表达成 v (8) w 的形式. 

5. 设都是可逆方阵，试给出乂⑧石的逆矩阵. 

6. 把矩阵 

/3nA P 12 A f3imA \ 

021 A P 22 A fhrnA 


(3rnl ^ f^m2^ * * * J 

与分块矩阵 (20) 加以 比较. 

7. 对于阶数分别为 n 和 m 的带有复系数的方阵 A ， B ， 利用它们可以被化成三角形矩阵的性质， 
证明公式( 22 ). 

§2张量的卷积，对称化与交错化 

1. 张量的卷积 设线性算子7 : F F 在基底 ( ei , …， e n ) 之下的矩阵是 F = 
(/]), 可以用不变的方式定义算子尸的迹(见第2章 §2): 

奸’= ft . 

% 

迹的不变性，即它不依赖于基底的选择，很容易从§1的公式 (17) 看出來把 (/ j ) 解释 
成(1， 1) 型的张量，因为在基底 ㈨ )之下,我们有 

k i ， j，k i，j k ij i 

在张量分析中， 一 个与迹相关联的算子会对应更一般的对合算子.为了给出它 
的定义,最简单地,暂时把 ( p , g ) 混合型张量 r 与作为一个 p + g 重的多线性型在任意向 
量&，…， x p G y 以及化,…，％ G 处的值等同起来.把除 x r 和％外的所有变量都 

固定,我们得到多线性型 



定义1 称和 


f ( X ”， u s ) '.= T *(. • • ， x r ， • •. ， * u s ，• 


• • 



T 




k 




是张量 r 按共变 r*- 指标和反变指标的卷积 . 

在和 ( ip , 每个被加项 /( w fc ) 都是 Xl ，…•，心，…，心,…，％的多重线性型(一 
如既往, a 表示删掉符号 a ), 依赖于 y 的基底的选择,但是 T 7 不依赖于基底的选择.实际 
上，如果災 = (喊)，那么， e /fc = ^ e 2 , 其中 J 5 = (#) = A - 1 (见§1 的 

第4目)，所以 1 1 

fc i ， j，k 

= Y,^J2 b j a k)f( e i^ j ) = 与 /(eW) = E /(e“ e” = T 7 , 

y k i，j i 

这就证明了 T 的不变性.正如我们已经知道的，双线性型/可以表达成 

f (x r , u s ^ = (u s ^ J~ x r ) 

的形式，其中 7 是依赖于^ ，二，心… ，心,…，％的线性算子.在这种情况下，7 = 

trf ， 而这又再一次地确认了 T 与基底的选择的无关性.并且给出了卷积算子和取迹 
的明显的联系. 

如果用符号 tr ? 表示指标对 s 的卷积算子.那么， tr 纟就是一个 

W H ⑺ 

的线性映射.对于每个可分解的混合型张量 
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我们知道，可分解张量 


e Zl 0 • • • 0 e 2r 0 • • • (8) e 2p 0 0 • • • 0 0 • • • (8) 


组成空间 Tfi ⑺的一个基底，因此,就是张量7的坐标.我们已经证 


明了如下的 


定理1 ( P , g) 混合型张量 r 按 7*- 共变指标和反变指标的卷积是个 (p-i, g-i) 型 

的张量它的坐标由公式 (2) 确定. 

可以把卷积运算用到张量 T 7 = t <( r ) 本身上,做 m 重卷积后，就得到一个纯量或 
者得到纯共变(或者纯反变张量)，就不能再在它上面做卷积了，这里 m = min ( p , g ). 在 
这种情况.就称它是 个完整卷积. 取线性算子的迹就是一个完整卷积.两个线性算 


子4和6的乘积可以作为一个不完整卷积的 例子. 事实上，如果 A = ( a)),B = 时)是 
它们在某个基底之下分别对应的矩阵,那么，张量 



按张量4的共变指标和张量 B 的反变指标的卷积就等于张量 C = ㈦ )，其中 


c i = ^2 T ji = ^2 a ) ^ - 

3 J 

很容易猜想到，4是矩阵的元素. 

研究过的例子刻画了一个经常应用的运算，可用它构作两个张量(不同时都为共 
变的也不同时为反变的)的张量乘积以及构作随后由得到的混合型张量按一对或若 
干对指标做卷积. 

2. 结构张量代数 设 F 是域反1：的一个有限维代数(见第2章§2的定义 1), 它的乘 
法运算 ( M ) Ra * 6不一定是结 合的. 如果 ( ei ，… ， e n ) 是空间 F 的一个基底,那么， 


* ej = lij^k 

k 

定义 2 称纯量 e 兵是代数 F 在给定的基底之下 的结构常数. 

由于运算的双线性性质，代数 F 的乘法运算 * 就由给定的基底以及这个基 
底之下的结构常数完全确定了.但是，在另外一个基底(<，••• ，<) 之下的结构 
常数就是另外的 

e i “j = K e ’k ， 

k 

而且,我们打算找出在不同的基底之下的结构常数之间的关系.设 

e i = a | e s , ej = bj e f t , 
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- - -------—---- , 

则 B = 朽） = A ~\ A =( ai ). 我们有 

Kbfe’ k = e'i * e'j = ^^a-e s ^ * 

~ a i a j e « * e * ~ a i at jlflt e r - a i a 5 ^st e k ? 

s ，t s ， t，r s ， t ， r，k 

从而 

7% = J 2 a t a Ht ^ 

s ， t，r 

把这个公式与 §1 的公式 (15) 加以比较,我们看到,结构常数可以替换成 (2, 1) 型张量的 

坐标. 因而就理由去考察代数 y 的所说的结构张量 r = ( O 代数 f 的 r 的值是完全 
确定的. 

对一个固定的 a e 研究映射心 ：X H a * X ,显然，它是 F 上的一个线性算子. 

对于研究代数 F 的结构，迹形式——双线性对 称型： 

/ y ( a , b ) = trL a L b (3) 

是一个重要的工具型#的双线性性质可以从运算 * 的双线性性推出，它的对称性则 
可由一般性质 trjS = tr R 4 推导出来(第 2 章§ 2 的关系式 ( l 2 ，)). 

为了显易地计算 jV , 我们记 

• • 

I I 

L a L b e fc = a * (b * e fc ) = E a l p j ei * (ej * e fc ) = ^ ^^ klis e t • 

h3 i ， j，s 

要计算 jV ( a , b ), 需要取矩阵 

的对角线上的元素且把它们加到 一起： 

/ y ( a , b )= J 2 ai Ijklls - ⑷ 

正如我们所期待的一样,我们已经把 jV ( SL , b ) 记成张量的完整的卷积形 式了. 

例1从力学和物理学的观点看，研究3维李代数^ = 〈 e ^ e ^ es 〉 是有意义的(见 

第 2 章§ 2 的例 6 ),它的乘积运算 ( a , b ) h a * b = [ a , b ] 按 3 维的欧几里得空间中向量间 
的乘法给出 


[ei,e 2 ] = e 3 , [e 3 ,ei] = e 2 , [e 2 ,e 3 ] = ei. 



§2 张量的卷积，对称化与交错化 .241 • 



这里,只有当三个指标砸两不同时才会有喃 〆 0. 而且治= -备 对任意向量 


a = a 1 e 1 + a 2 e 2 + ce 3 e 3 , b = fei + /3 2 e 2 + /3 3 e 3 , 

按通常的公式来计算纯量乘积 


(a|b) = ce 1 /? 1 +ce 2 /? 2 +ce 3 /? 3 , (5) 

而按照公式 

[a ， b] = (a 2 f3 s - a 3 /? 2 )ei + (a 3 ^ 1 - a 1 /3 3 )e 2 + (a 1 /? 2 - ⑹ 

计算代数中的乘积.我们应该记起在这种联系中坐标表达式是个关键. 

运用公式 (6), 可以直接验证,纯量乘积 (5) 具有“结合性” 

([a ， b]|c) = (a|[b,c]). ⑺ 

这个漂亮的关系式实际上是在任意一个有限维李代数 F 中迹形式的可结合性 


/ v ([ a , b ] ， c ) = / y ( a , [ b , c ]) (8) 

的一个 推广. 为了证明 (8), 我们需要注意雅可比恒等式 


它又可写成 


[[X, y] , z] + [[z, x] , y] + [[y ， z] x] = 0. 

[[x, y] , z] = [x, [y, z]] - [y, [x, z]], 


于是,对任意 x,y G F , 有 

^[x,y] = L X Ly — LyL X . 

因为 tr 乂6 = tr ^4, 所以，只要设 j = L b L a , B = L c 或者 4 = L c L h ，B = L a ， 我们 

就得到 


/v([ a ? b ], c ) = trZ/j a5 b]Z/ c = tr(Z/ a Z/bJ [/ c — L^L^Lq) 

= trZ/ a Z/i>Z/ c — trZ/ c Z/bZ/ a = trZ/ a Z/b-^c _ trZ/ a Z/ c Z/b 
=trL a (L b L c - L c L h ) = trL a L [b ， c] = /y(a, [b ， c ])， 


这就给出了关系式 (8). 

在 3 维代数的情形,⑺和⑻的等价性可以直接按张量公式⑷计算 iV ( a ， b ) 的得数推 

出来 


/ v ( a , b ) = -2( ce 1 /3 1 + a 2 (3 2 + a s (3 3 ) = -2( a | b ). 

再来注意下面的情况.公式 (7) 改写成 


(L a x|y) + (x|L a y) = 0 
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的形式,就简单而又直接地表明了算子 L a 在任意一个基底之下所对应的矩阵的斜对 
称性,它也可以被理解为算子 4 G 0 3 (R) = Aut((x|y)) : 


(Ax\Ay) = (x|y). 


原来,从这里可以最直接地延伸到一般群论和李代数理论. 

3 . 对称张量 在双线性型理论中，我们把精力集中在两大类 上:对 称型和斜对称 
型.在张量的情形，可以按选出来的联立的共变或反变的指标集合来讨论对称性和 
斜对称性.例如，按最前边的两个共变指标和按最后边的两个反变指标对称就简单 
地 意味着有等式 

rpT^^St _ rpr“.ts _ rpr."St _ rpr … ts 

丄 ij … k = 1 ij- -k = — iji … kr 

用反变指标置换共变指标，一般地说,不能产生出有意义的工作量也不能导出向量. 

讨论对称与斜对称问题,如果我们限制在 b , 0) 型或者 (0, g ) 型张量,并且把置换 
应用到所有 〆 h (或 g 个)指标上,而不是只用到它们的一部分,我们就一点也不会减少 
一 般性.此外，域尽到现在为止，总是默认为有零特征数.在应用中，最重要的域是 
实数域 m 和复数域 c . 

换言之,设对于一个给定的 r e T 〗( y ), 也就是 

而心是作用在指标集合 {1, 2,…，: p } 上的 p 阶对称群.对任意置换 7 T G 我们设 

/7r(^)( x l? * * * ? x p) = r( X 7Tl，• • • ， X 7Tp) (10) 


(这里,\是 以沩 指标的 向量; 它的第 A : 个坐标就是衅). 

因为 r 是 p 上的多线性型,所以，尺 ( r ) 就是个多线性型，同时也是 ( p , 0) 型的.事 
实上，比方说, 7 rfc = 1,那么 

/^(^(cexi +/3yi,x 2 , •• - ,x p ) ， … ， 0 ^ +/3yi,... ^np) 

= OlT (Xtj-i , . • . ， Xi , * * * 5 Xti^) + \ , • • • ， y 1 , . • • , -^7rp) 

= a /7 r ( r )( xi , X 2 , …， x p ) + " ? x p )- 


还可以按定义设 

U ( c^r + pT ff ) = aU ( T f ) + (3 U ( T % 

我们看得出来， tt 引导出一个非退化的线性算子矣 ：— T ^°. 进一步容易看出, 
faofr = / a (见 [BA I ]第1 章§8的第 4 目). 

与张量 r 经基底元 素々 (8) … (8) A 的表达式⑼相对应，它的坐标 是： ^ = 
T ( e il5 ... e ip ). 而张量 / ttT 在同样的基底之下的坐标是 


UT ) 




V 




/7 r (^)( e ii 5? e ^ p ) 




r(e 


^Trir 


• • 






/ 兀 - 1(^1 (g}--(S>e ip ) =e inl ( 8 ) • • • ( 8 ) e inp . 

当然，如果我们要研究心作用在反变张量上的情形,那么,也就能够得到 






^ T tl '" lp ei 7r -i 1 (8) … (8) e“-i p 


( 11 ，) 




定义 3 称 ( p , o ) 型的张量 r (或者 (0, g ) 型) 是对称的， 如果，对每个 TT e &都 


有 UiT ) 




T (或者，相应地，对每个 7 T G &). 称映射 


S 


p ! 


E 尺： r P °(^) 


r p 0 ⑺ 


( 12 ) 


7reS p 


为 r p G ( y ) 中的向量的对 称化. 

在巧⑺和邛⑺中的对称张量的子空间分别用％⑺和] 代表. 

例如， 

S ( e 1 (8) e 2 (8) e 2 ) = ^ ( e 1 (8) e 2 (8) e 2 + e 2 (8) e 1 (8) e 2 + e 2 (8) e 2 (8) e 1 ). 

o 

显然, $ 的每个张量经对称化之后都是对称的 


U ( S ( T )) 




p ! 


E fm 




n^Sp 


p ! 


E / -( r ) 


7TGS p 


p ! 


E fr ( T ) 




S ( T ). 


es p 


我们这里要用到如下的事实，对于固定的置换 a e 随着 7 T 取遍群4的所有元素， 

( Jtt 也取遍所有的元素，而且只取 一次. 换言之, Im SC T +( F ). 

反过來在对称的张量上施对称化是恒等算子.因为这可以由 (12) 直接推出來 
即 reT +( y ) =^t = 5( t ). 可见,我们有 

定理 2 对称化映射 S 在上的作用具有性质 S 2 = 5 iLIm 5 = T +( F ). 

例 2张量的一个古典例子是惯 性张量 ——3阶的对称矩阵 J =(屯_),其 中心是 
刚体的能量相对于轴％的轴矩， 面心 ㈠ j 是带反号的离心转动惯量.换句话说,设 
给定了一个以6为固定点的旋转刚体.假设刚体由 n 个质量分别为的质点 组成; 这 


些质点的位置用向量行 n 给出.在计算刚体的角矩和动能时要用 
到的刻画质量分布的张量 J 可以由矩阵关系式 


J = (^2 ( x kiyk,z k )[x k ,yk,z k ])E - ^2 [ x k,yk,z k ](x k ,yk,z k ) .(*) 

k k 

给出. （这里,照惯例,五是3阶的单位矩阵 , （L 是行向量;在刚体质 

量非连续分布的情形，用求和代替求积分).借助正交矩砗 A 按通常的规则 

z k ]~^A[x k ,y k ,z k ] = [4,^4] (显然, 4在质量叫上不起作用),我们得到矩阵 

J f = A^A = AJA ~^ , 


也就是& = Er , s <^ Jrs , 这应当认为是个2价的张量.如果把分量屯•写成明显形式, 
那么，由 (*) 就有 



— > : 讯 k 工 kUk 

^rn k {x 2 k +zl) 

k 

~^rn k y k z k 



坐标•不能被看成是具有独立意义的,不依赖于坐标架选择的物理量,但是,正如我 
们看到的,在整个 J 中获得了这样的意义,其中有三个与 J 结合在一起的张量不 变量: 



T Jll Jl2 , Jll Jl3 , J22 J2S 

J2 = + + 

J21 J22 J31 J33 Js2 J33 

J 3 = det J. 


J 3 相对于旋转的不变性是 J 的特征多项式的不变性的一个推论. 

把 J 化到主轴上去， J 的对称性允许这样做,我们就得到一个特征值\ > 0, 

2, 3的矩阵 diagpiAs , A 3 }, 这些特征值被称为惯性主矩.特别地,惯性张量是正定的. 
如果 o ; 是刚体旋转的角速度，而 j 是角矩,那么 j 与 o ; 成比例的性质成立，当且仅 
当，刚体围绕自己的一个主轴旋转. 

在第1章§4的定理3,当时,我们在二次型和对称的双线性型之间建立了一个双射 
对应.这个对应的较弱的形式就是在多线性型的情形也仍然能继续存在. 

定义4称 F 上的函数 Q : x ^兵是 p 次齐次函数，如果 


Q(x) = F(x ， …， X )， 

其中 f : p — 只是 y 上的任意一个 p 线性型. 
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把对称化映射应用到 p 线性型 F 上,按定理2,我们就得到一个对称的 p 线性型 3( F ) 


(5(F))(xi,-.- ,X P ) = — X^p), 


7rES p 


其中 F - 

明显地, 


兵是 F 上某一个 p 线性型 


Q(x) 




(5(F))(x, •• - ,x). 


(13) 


称型是与 Q 配极的 p 线性型. 

我们就部分地得到了下面的命题 


定理 3 每个次数为 p 的齐次函数都可以经自己的配极 p 线性型表示成 (13) 形式 
与 Q 配极的线性型是唯一的. 

证明 配极型的唯一性可由自己的坐标表示得到，设 


(5(F))(xi,-.- ,x p ) = J2(S(F)) il ... ip xi 1 


那么, 


Q ( x ) 


n 个未知量的 p 次齐次多项式 /(Xi 
方法记成 


E 剛 k .. 


,忍)当足 


■ i〆 1 


V 时的值是 Q ( x ), 而且有唯 


(14) 

一的 


f ( Xx , 


, X n ) 


〉: fir..ipXiy.Xi p 


(15) 




比较 ( I 4 ) 和 (15), 我们得到 


fii … ip _ C ---ip 5 

其中 c = C (L ... , i p ) G Z 是取所有的指标“，…， &的置 换一个不漏地产生的排列的 
个数. 例如,当 p =4 时, c ( i ， j ， k ， l ) = 12, c ( i ， i ， i ， j ) = 4, 等等. h ，… a 被唯一确定,随后, 
系数亦被唯一确定. □ 

实际上,我们得到了对称张量空间”⑺与 n 个变元的 p 次齐次多项式(型)空 

间只内，…， X n ] p 之间的一个双射 对应. 对于 空间％ ⑺也有同样的事实.我们在这 
种联系中应该注意到. 


dim ， • • • ， Xfi.p = 



4. 斜对称张量和前面 一样, 我们只限于讨论 (: p , 0) 型和 (0, g ) 型张量,且把对称 
群&利用公式 (10) 或者 ( ii ) 作用到 r e T 0( y ). 

定义 5 称张量 r 是斜对称的或者反对称的， 如果 


U[T) = OeS p , 


(16) 
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其中〜 是置换 7 T 的(奇偶性) 符号. 

我们提醒，£ ： 7 T ^〜是群&到{士1}的一个同态且在所有的对换7•上的 
= — 1. 

条件 (16) 可以用等价要求 


/ r ( T ) = -T (16，） 

# 

来 代替,其中7•取遍对换的集合(由定义和等式 a (/ T ( r )) = ur ) 显见可以表达成 

r (… ， x ，… ， y ，...） = — r (. …， y ， …， x ， … • )， x ，y e F (17) 

的 形式.带省略号的地方可以是任意向量，但在 (17) 的两侧是一致的，在我们这里 

有 char 戾 = 0, 所以，当 x = y = z 时，由 (17) 可以得到 

: r(...， z ，...， z ，.••）= (). (170 

在 (ir) 中令 z = x + y 并利用 r 的多重线性性质，可得 

: T (… ，x + y， … ，x + y ， …） 

=T (… ， x ， … ， x，".）+ r (… ， y ， … ， y ， … ） +r (… ， x ， … ， y，...）+ 

礞 

r (… ， y ， … ， x ，...）， 

而这意味着，由 (170 可以推出 (17). 所以， （17) 和 (170 是等价的. 

张量 r 的斜对称性可以用坐标巧、语言的明显的方式表达出來例如，当 P =2 时, 
斜对称就意味着7^ = (线性算子或者 n 阶方阵的反对称性)，同时，这个性质正 

是我们期待得到的，它与基底的选择没有关系.在一般情形 


Ti 


tt 1 • •• 孓 np 


rn 




这样 一来， 反对称张量的任意坐标就唯一确定了，只要确定了一个排列下的坐标即 
可，比方说，按递增顺序的排列 


^ 1^2 ••ip 5 1 彡 《1 <《2 < …< ^ 彡几 . 


(18) 


所有的带有两个相同指标的坐标都等于零.恰恰相反，形如 (18) 的不同的配套的 
指标之间没有任何关系，所以总共有⑵个无关系的指标.我们立刻就可以把原先给 
的表达式弄得更精致一些. 


定义6称映射 


A = 


p ! 


7rESp 


(19) 


是交错化映射. 
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同样可以自然地引进斜对称张量的集合 W *)， 它包含在 T ^( F ) 中(相应地， 
A % V ) C Tg ). 事实上,这个集合还是个子空间，比方说，它可以下面的蕴涵式 

fnP = => (aP + PR), = Pf^R 

— ole^P = e^^olP -f- Vck ， € 只， 

看出来. 

定理 4 交错化映射 (19) 是个线性算子， 



这就给出了所需要的论断. 

iii ) 在 ii ) 里已经验证了，/。义= e a A , 按同样的道理，4/。= 

5. 张置空间下面我们要贴近在不同的数学分支中被广泛使用的术语. 

定义 7称共变的斜对称张量，也就是 AP ( F *) 的元素是 一个外 p 形式， 或者，更方 
便些，称为 y 上的 p 次外形式. 反变的斜对称张量 (Ap(F) 的元素)被称为 p 向置. 

默认， A ^( F *) = V ^{ V ) = V . 然后,我们引入无穷多个张量空间 $⑺， p = 
0，1， …. 的外直和(见第1章 §2): 


T(V"*) = 只 ㊉ T?(y) ㊉ l^(y) ㊉… 


(20) 


这个和的元素可认为是序歹 !j 


i^O 

它的项几乎全为零 ( g 卩除有限处以外，其余的都为零).可以把 T ( F *) 看成是对张量定 
义了乘法 

( S \ f 1 \ 州 5 +t 

/i j ⑭ （ 9j I = /i ^ 9j = hk (21) 

i=0 / J i+j=0 k=0 

的一个无穷维的结合代数.这时，自然地，满足条件 

入 (f ® g、 = Xf 0 分 =/ 0 A 分 ， A e 見 

我们称 T ( F *) 是共变张量代数. 

规则 (21) 令人完全想起了多项式的乘法规则，与其不同的仅仅是非交换 
性•在 T 〗( F ) 中派生出对称张量子空间 ％( y )， 正如我们在第3目末尾看到的，它可以 
和 n 个变元的 p 次齐次多项式的空间等同起来.它们的外直和就是通常的多项式代数， 
而用适当方式再次定义的规则 (21) 与多项式的乘法是一致的. 

用完全类似的方法引进 反变张置代数 

T ( V ) =只 ㊉ 吨 © 吨 ㊉ • •. ， (22) 

而在它的里面对派生出一个对称张量的子空间 

S ( V ) = T + ( V ) = ^ Tl ( V ). 

q=0 

同时，它又同构于通常的 n=dim y 个变量的多项式代数.按公式 

T 1 T 2 = S ( T 1 ^ T 2 ), Ti G Tl ( V ), T 2 eTl ( V ). 

在空间上引入交换的结合代数的显形式. 

域足_匕的代数 5( F ) 被称为空间 F 上的对称代数. 

现在，我们把注意力转向子空间 

A ( F *) =只 ㊉ A 1 "*) ㊉ A 2 ( F *) ㊉… c T ( F *). 

A ( F ) =戾 ㊉ ㊉ A 2 ( F ) ㊉ … cT ( F ). (23) 

与共变的或反变的对称张量不同的是，由 (8) 决定的子空间并不是 T(F *) 和相应的 T ( F ) 
的子代数.但是，这也说明，在 A ( F *) 和 A ( F ) 中可以用自然的方式引进一个运算，使 
得它们构成一个结合代数. 

说明 我们研究过的对称化和交错化运算只能发生在特征数为零的域上. 在問中 
已经指明了如何摆脱这个限制. 
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习 题 

1. 指标的提升与下放 照旧，设 ( F , p ) 是个欧几里得空间， T 1 是个 ( p , g ) 型张量，坐标是 . 
用坐标建立一个张量 ^ y fc T ^ 2 .:；^, 而且在得到的张量上用心代表指标《，然后，令 12 P 

k 


rp^l3lJ2 




i\krr\3l32^ - • 3q 




怎2 … Jp 


k 


人们说，在这个等式左侧的张量是提 升指标 h 的算子作用在 T 1 上的结果.借助于度量张量 G 的 
定义， 下放指 标算子可类似地给出.例如 


rpjlJZ-'jq _ rpjlkj3'-jq 

… ip：72 — 7 』 ...j v • 

k 

就是在张量 T 1 上把指标 j 2 下放到下方指标的最末位而得到的张量的坐标. 

一 般地,提升第 s 个指标和下放第 t 个指标都是线性映射 


W 卜切 




一 1 

P+1 ， 


用了它们就得到以 


P. % s . • jl …： iq rp jl-Jt-1 . Jt + l-^jq 

丄 —1 l s + l"^p , 3t 

为系数的张量.在这里，在张量的坐标上我们使用了 “分块排列’，合成指标.例如， TeV < S > V\^r 
以给出分量用 T 1 / •代表，而 r e y (8) (8) y (8) y 给出分量 T ^ i2i3 . 

指标提升算子和下放算子可以多次运用，而且可以用到度量张量本身. 

证明， 

g lk g 3l gki = g XJ , gik9jig kl = gij. ’ 

并验证等式/的正确性，这意味着，向量 X 的反变坐标/可以把在同一个向量的共变 
指标 A 上施以下放指标算子得到. 

2. 设 dimF 〉 1. 证明， T ( F ) 是一个无零因子的交换环.在 T ( F ) 中非零的纯量是仅有的 
可逆元. 

3. 在例2中计算出张量不变量 J 2 和 J 3 的显式. 

§3外代数 

1. 外积就像前面的叙述方式一样，可以毫无差别地，可以用外形式和 p 向量语 
言来叙述.为了多样性，取空间 A ( F ). 

定义1对任意 g 向量 Q 和任意 r 向量丑，令 

Q A R = A(Q 0 R)\ ( 1 ) 


就给定了外积运算 


A: A(V) x A(V) A(V). 


在这里，把 4 (Q 0丑)理解为把交错化算子作用到张量 Q 0丑所得的结果.因为 Q 0 丑 e 
Tg + r ( V "), 而张量 4( Q 0 丑)按照§4的定理4是斜对称的，所以，公式⑴给出了映射 


A : A q { V ) x A r ( V ) ^ A q ^ r ( V ) 

(默认 ， XAR = RAX = XRyXe ^). 为了给出空间 ) 中任意两个元素和兒的外 
积 Q ， AR ，, 我们记 

= R, = Y^' ⑺， R j^ Aj (y)^ 

i^O j^O 

并且令 

Q ; A R ; = > : Qi A Rj . 

i + j^O 

还要注意，如果在⑴中用 CLR + /?Te A r (y) 代替只，那么， 

Q A (aR + (3 T ) = A(Q 0 (aR + /3 T )) = A{aQ R -\- (3 Q (8) T ) 

= aA(Q 0 R ) PA(Q 0 T ) = a(Q A R ) (3 (Q A T ). 

类似地， 

{otQ + pS) A R = ol(Q A jR) + p(S A R ). 

2. 向量 空间的外代数 我们已经建立了一个具有双线性性质(或者，可分配的)乘 
法 运算，也就是说，这种运算在 A ( F ) 给出了一个代数结构. 

定义 2称城只上的代数 A ( F ) 是空间 y 的外 代数 (或 者格拉斯曼代数). 

代数 A ( y ) 有单位元素，它等同于1 e 見外代数的更重要的性质的结论将在下面 
的定理2中给出. 

定理 1对任意张量 Q e T q 0 ( V)^Re T 5( F ), 关系式 

A ( A ( Q ) ⑧ R ) = A { Q ® A ( R )) = A(Q (8) R ) 



§3 外代数 


• 251 • 


研究嵌入映射 p : — S q + r , 并把开= 咖 )， n e &理解为的一个置换，作 

用规则是 

~ . f 7 Ti, 如果 K P ， 

7TZ = < r m 

\ i , 如果 f > p . 

那么，就有 / tt ( Q ) ®R = h { Q ® R ) (见 § 2 的公式 (11))， 而且按 § 2 定理 4 的 3 )，有 


^(/tt(Q) ® R) = Af^(Q 0 i?) = SjrA(Q 0 R). 
再注意到， &= 我们就可以把关系⑶化成所需要的形式 


A ( A ( Q ) R ) = 



q \ 


slA(Q^R) = A(Q^R), 

TreSq 


因为< = 1. 类似地，可以证明 4 (Q 0 A ( R )) = A ( Q ^ R ). 

g 理 2外代数 A ( F ) 是结合的. 

证明 我们只需验证恒等式 




( PAQ)AR = PA ( QAR ) (3) 

对任意 P ， Q ， 丑 e A ( F ). 由算子 A 有多重线性性质，只需研究 

P e A P (V), Q e A q (V), ReA r (V). 

的情形，就足够了.按照(1)， 

(P A Q) A R = A(A(P 0 (3) 0 丑)， 

而按定理1，有 

A(A(P 0 (3) 0 丑） = A((P 0Q)0^). 

然后，运用张量乘积的结合性，并再次利用定理1，就得到 

A((P 0 Q) (8) jR) = A{P 0 (Q(S)R)) 

=A(P <8) A{Q 0 R)) = P A (Q A R). 

把所有这些都联系起来，就给出了我们的恒等式 (3). □ 

作为一个结合代数，如同群一样，无论如何配置括号都没有差别了，所以，乘 
积 A A 巧 2 A • • • A 巧 m 有意义.值得指出的是，与⑴对应的 

x Ay = ^( x <8) y-y 0 x ) = A(x 0 y ) (4) 

对任意 x，y € F 都成立 (p = r = 1)， 因此，有 


x A y = —y 八 x ， x A x = 0. 


(5) 



推论设 XLX 2, … ， X p 是 F 中的任意向量，那么， 


Xi A X2 A • • • A x p = ^4 (xi (8) X2 (8) … (8) x p ). (6) 

证明 当 p = 2 时，关系式 (6) 和⑷是一致的，当 p > 2 时， X 知用归纳法.在定理1和 
定理2的基础上，我们得到 

Xi 八 X2 八…八 X p = (XI 八…八 Xp_i) Ax p = A((xi 八…八 Xp_i) 0 Xp) 

= A(A(xi 0 • • • 0 x p _i) (g) x p ) = A(xi 0 • • • 0 Xp_i (g) x p ). □ 

定理 3 设 ( ei ， …， e n ) 是向量空间 V 的基底，那么， p 向量 


% e i2 … A e ip , 1 < i 2 < …< i p < n (7) 

组成空间 AP ( F ) 的一个基底 • 

证明 任意一个乘积％ A 巧 2 A … A 都可以把因子按序号大小规律排列起来， 

或者，当弁时，得到零(见 (5)). 因而，所有这种乘积都包含在形如 (7) 的张量的集 
合中了. 

然后，我们设 P € A ^ V ). 与邛 ⑺中的所有的张量 一样， P 可由基底表示出来 

P = ^2 P jl 0 * * * 0 ej p . 

h …： jp 

s 

由交错化映射的线性性，§2的定理4以及关系式(6)，我们有 

P = A(P) = ^ 2 ㈣… 〜义⑷： (g)... 0 e jp ) = [ P jl '^e jl A---Ae Jp , 

h … jp ji … j P 

而这意味着任意一个 p 向量都可以由形如 (7) 的向量表示出来，剩下来需要我们证明 
它们的线性无关性.设 

1 彡 — 彡 n 

那么，由 (6) 得出 

> : A i：L …‘义⑷： (8)... 0 Gi p )=0, 

或者,更方便地，记成 

S Ail ' ip E ^7T fn (^^1 ⑧. •.⑧ eip )=0. 

1 彡 彡 n nGSp 

利用 §2 的公式 (110, 我们得到 

[ A U P E Stt (Gitt! 0 • •. ⑧ e‘ p ) = 0. (8) 

1 彡 ii< — <ip 彡 ri 7rGSp 
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如果 tt # e ， 那么，指标序列^，…，、就已经不是从小到大按顺序排列了.可见，关 
系式 (8) 可改写成 





• ^ Gi p + 


0 


⑼ 




的样子，其中省略号代表指标序列么，…， j p 有倒序的张量 ejl 0^.0 的线性组合. 
因为张量％ 0 ... 0 e ip 是线性无关的，所以，由 (9) 推出， V 1 =0. □ 

回忆一下(见§2的 (8) 式)， A ⑺是子空间妙⑺的外直和，所以，特别地，有 


dim A ( V ) = y^dim A P ( F )， 

进而有 

推论空间 y 的外代数 A ( F ) 的维数是 2 n ， 同时 


dim A p ( V ) = 



空间 A n ( F ) 的基底由一个 n 向量 


ei A e 2 A • • • A e n 

生成. 

证明 足够明显，因为 p 向量 A ... A ei p 的个数 ii 〈… < 时等于 n 中取;/卜的 
排列的 个数. 其次，当 p > n 时，⑵= 0, (JO = 1，且 



我们还需要注意外乘积算子的一个有用的性质，即 

Qe A ^( F ), R G A r (V) ^QaR= (~iy r RAQ. (10) 

鉴于关系式 (10) 的形式，通常说，空间 y 上的外代数是(普通的) 反交换的. 

由于算子 A 具有双线性性质，要证明 (10) 式，只要考察情形 

Q = e 奴八 •.. 八 ei g ， R = ej 1 A - • A e Jr . 

就足够了.把关系式 (5) 利用必:，我们就得到 

(^! 八…•八 e ig ) 八 e jfc = (-l) 9 e jfe A (e h 八….八 e ig ), 

也就是 QAe Jfc = (-l) q ej k 八 Q 与九是否和某一个^重合没有关系.这样一来. 

Q AR = Q A (e 7l 八 • • . 八 e) r ) = (-1)^ 八 （Q 八巧 2 八 . .• 八 e Jr ) 

=(― l) 2 ^ej 1 A ej 2 A (Q A e j3 A • • • A ej r ) = . •. = (—l) qr R AQ. 
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第 6 章张 量 


由关系式(10)，当 p 为奇数时，对任一个 p 向量，可以得到 

PAP = 0. (11) 

在 P 为偶数时，关系式 (11) 就不一^定能被满足. 

例 1 设7 = 〈ei ，… ， e n 〉，n > 4. 那么 


(ei A e 2 + e 3 A e 4 ) A (ei A e 2 + e 3 A e 4 ) 

=ei A e 2 A (e3 A e4) + e3 A e4 A (ei A e2) = 2 ei A e2 A e3 A e4 7^ 0 . 

3 . 与行列式的联系利用外积运算很容易刻画向量组线性无关的判别方法和 
重新得到行列式的所有重要性质. 

定理 4 设 F 是域反 Ji 的一个 n 维向量空间，为使任意 p 个向量 Xi ， … ， x p e F 线性 
无关，充要条件是 


XI 八 X 2 八…八 X P # 0. 

证明 如果向量々，…，乂^构成一个线性相关组，那么，至少有一个，比方说是 x p ， 
是其余向量的线性组合.这个时候，外积 Xi A … A 乂^可以分解成外积 

/ 

a^xi 八 … 八 x p _i 八 i <p 

的和，而其中每一项都含有两个相同的因子，从而必等于零. 

相反，如果 Xl ，…， x p 线性无关，那么，我们可以把它们取作某一个基底的 
前边 p 个向量.于是， P 向量 Xi A — AXp 相应地就是 A p ( y ) 的基底中的一个元素， 
从而它不为零. □ 

设 ( ei ， …， e n ) 是空间 F 的一^个基底，而 xi ， …， x n 是[中的任意一^组向量. 
我们有 

n 

Xj = ^2 x ) ei ^ j = i ，...， n . 

i=l 

按照定理 3 的推论 

xi 八 … 八 x n = A • ei 八 … 八 e n , 

其中 A = A ( g ) 是向量 Xl ，…， x n 的一个纯量函数，或者，同样地，是矩阵(冷列的 
函数.由外积的性质可以直接推出，这个函数是线性的，斜交换的，而且 对于％ = 
e ,-, j = l , ... , n^A = l . 行列式的唯一性定理 [BA I ]第3章§1表明 ， A = det ( x ) ) . 这 

样一来,就有 

# 

xi 八…八 x n = det(xj)ei 八…八 e n _ (12) 

在任意一个 p 维子空间 C / C y 中，对于它的任意两个基底 ( aO , （坟)，关系式 (12) 对 
应关系式 


&1 A • • • A 8Lp = Abi A • • • A bp ， A G 見 


(12，) 
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说明由关系式 (12) 可以毫无困难地推出行列式的所有性质.更进一步，这时可 
以获得一系列定理的最自然的证明，外代数可以成为线性代数的有重要价值的分支 
的基础.这个说明，对我们来说，是一个迟到的注解，但是，话又说回来了，这一点并 
不值得 婉惜. 

对于一组 〆 h 向量 e y 的类似的公式可以算是关系式 (12) 的一个推广，即 



按照 [BA I ]第3章§1的公式(3)，我们得到行列式的完全展开式 



由此可见，下面定理成立. 

定理 5 设 ( e : ，… ， e n ) 是空间 F 的 一 个基底，而 


n 

x j = YL xi j e ^ 1 < k p ， 

i=l 

是 y 中任意 p 个向量.那么， 


(13) 


Xi A • • • A Xp = Air 〜 (xi, …八…八 e ip ， （14) 

其中，… ， x p ) 是形如 (13) 的行 列式. 

当 p = n 时，奴(14)娜3结为 (12). 髓， , e ip ) = 1 
之下，可以把 r = 看成和在夕卜 p 形式中是一样的.特别地 ， det = Ai . n 对于 V 上 

的外 n 形式的基底 ( q ) 是唯一的，这个时候, det ( ei , …， e n ) = 1. 

4. 向置子空间与 p 向置照例，设 y 是域足上的一个 n 维向量 空间. 

定义3 称 Ap ( F ) 中的决定的子空间 


AnnP = {x G V\P A x = 0} 



是 p 向量 P 的零化子，还约定，称 p 向量 P 是可分解的，如果肴 F 中的向量叫 GV,i = 
1，2,… • , p 使得 

P = ai A a2 A • • • A a p . 

事实上，集合 Aim P 是个向量子空间，这很容易直接验证 

xi,X2 G Ann P P A (ceiXi + 0^X2) = a\P A xi + ot^P A X2 = 0 

ceixi + c^2X2 G Ann P, Vcei ， 的 G 見 

定理 6 设 Ann P = (ei, ••- ， e r 〉 是个 r 维子 空间. 那么， r 彡 P 且存在一个 (P — r) 

向量 Q 使得 

P = ei A • • • A e r A Q. 

等式 r = 成立，当且仅当， p 向量 _ P 是可分解的 • 

证明 首先,我们不妨假设 



^ P ll '" tp ei A • • • A e ip A = 0, = 1，2, . •. ， r . (16) 

1 彡彡 n 

如果 j 与某个 4 一致，那么，％ a ••• Ae ip A ej = 0,因而得 (16) 的左侧只剩下 h # 

H + j 的被加项.因为 (P + 1 ) 向量％八…八 e ip 八 ej 指标不相同，线性无关，所 
以，公式( I 6 )中，只要这组指标不整个地包含1，2,…，' 就必然有户 i A = 0. 按条 
件 P / 0,所以 r < p 而且 


P 


S A •. • A e r A e ir+1 A 


參## 


A e 


ip 


ei A 


參 •鲁 


八 e r 八 Q ， 


(17) 


其中 

Q = X) P 12 ". rfr + 1 ." ipe r+i A . ••八 e ip 

是某个 (p — r ) 向量. 

现在,如果 r = p ， 那么,对 P 可得到一个表达式 P = AexA ... Ae p , 它意味着， P 是 
个可分解的 p 向量. 

反过来，若 P 笋0是可分解的，即 


= ai 八 a2 八 … 八 a p ， 



那么， 叫 G Ann P , i = 1,2,-.. ,p. 也就是， dim Ann P ^ p , 而又因为在任何时候都 
有 dim Ann P < p , 所以， dim Ann P = p . □ 


定理 7 设 [/ 


〈 a i ， … ， ^p 〉，W 


(bi 


b p 〉 是 F 的具有相同维数 p 的子空间. 


那么， [/和 W 重合的充要条件是 p 向量 P 
比例的 p 向量. 


ai A 


籲籲參 


Aa p 和 p 向量 Q 


bi A 


• • • 


A b p 是成 


证明正如我们已经看到的(定理 6 )，U = Ann P 




(bu 


〈 ai ， 


， a p 〉. 如果同样 


， bp 〉 




Ann P , 那么，由 (12 7 ) 式就有 P = AQ . 反过来 :如果 P = AQ ， 那么 


U 


Ann P 




Ann Q 


W . 


□ 


下面的定理对定理 6 和定理 7 做更详细的说明. 

定理 8 设 [/ = AnnP , = Ann Q , 其中 P 是可分解的 p 向量而 Q 是可分解的 g 向 

量，那么 

i ) UDW^P = QAR (丑是某个 (p — g ) 向量)； 


当 Vnw = 0 时 ， y ㊉ W = Ann ( PAQ ). 

证明断言 i ) 已经包含在定理6中了.其次，如果 P 


9 


ai 八 •- •八 〜， Q = bi 八 • • •八 b 

彡^是线性无关的且构成空 


且 PAQ 笋0,那么，向量叫，卜， 1 < i < p , 

间 [/㊉ W 的一个 基底. 如果 P A Q = 0,那么就存在非平凡的线性关系式 


<^l a l + • • • + OLpB.p H" ^ibi + • • • + P q hq = 0, 

由此可推出 c / nw ^ o . 

5 . p 向置可分解条件 定理 6 —定理 8 指明了 p 向量的特殊作用.在别的问题中 

也会遇到它们. P 向量 P e ⑺的可分解性的条件可以用它的分量的代数关 

系式加以刻画(见( I 5 )).事实上，设 x = 、是任意一个向量，乘积 PAx 就是 

% 

以 X 1 ，…， X ,线性型为坐标的化+1)向量 •（ P +1) 向量的分量个数是 ( n ) •因 

W V 

此，条件 X e Ann P 等价于满足一个 n 个不定元的 f n ^个方程的齐次方程组.这 

Vp+v 

个方程组的解空间与 Ann P 是一 致的. 按定理6,维数 r 《 P , 并且 ， r = p 的充要条件 
是 P 为可分 解的. 换句话说， P 可分 解的充要条件是方程组的矩 阵的秩 不超过 n - p ， 
也就是所有的 n 1阶的子式都为零.这 样就有 了下面 的可分解性的 条件. 

定理 9 所有的 (n - 1) 向量 P / 0 都是可分 解的. 

证明 根据( I 2 ) 


P 八 x = /( x ) • ei 八…八 e n ，/( x ) G 

其中 / 是个纯量函数, 而 ㈤ 是 F 的一个基底.由外积运算的性质可以推出/是个线性 

函数.此外 ， Ann P = Ker /,从而就有 dim Ann P = dim Ker f ^ n — 1 . 按定 



理 6,我们又有 dim Ann P < n - 1,因此 / # 0. 进而 dim Ker / < n — 1，可见， 

dim Ann P = n — 1. □ 

例 2 设 V ■是个 3 维的欧几里得空间， （ e ； L ， e 2 , e 3 ) 是它的一个标准正交基底•如 
^：P = aAb ^0, 那么， 

a 八 b 八 x = ( c | x ) • ei 八 e2 八 e 3 , 

,< 

t 

t 

其中 ( c | x ) = /( x ). 可以验证 c = [ a , b ] 是向量 a , b 向 量积. 

显然，对每个可分解的 p 向量 P 都有 P AP = 0. 还可以指岀，对于二重向量的情 

形 (p = 2) 条件 P AP = 0还是可分解的充分条件. 

定理10二重向量 

P = > : A Gj (18) 

〈: Kn 

是可分解的，当且仅当 ， PAP = 0. 

证明 需要证明，如果 P AP = 0,那么尸必然是可分解的•对 n = dim F 用归纳 

法•当 n = 3时，命题可由定理 9 推 出来. 

把 (18) 中所有包含以的项放到一起，它们可以表达成匕 A a 的形式，再设 

Q = ^2 P l： ^i Aej , (19) 

我们就有 

= ei 八 a + Q , 

, 

而且可以认为 a 是 e 2 , … e n 的一个线性组合，而 Q # 0. 由 P A P == 0可以推知 

(ei 八 a ) 八 Q + Q A (ei 八 a ) + Q 八 Q = 0. 

再借助于关系式(10)，我们由此得出 

2 ei AaAQH - QA (3 = 0. (20) 

等式 (20) 左端的所有4向量都可由基底向量表示出來中 
包含因子 ei ， 而如同在 (19) 看到的，在 Q 中只包含项 h 八％， id 》％ 所以，在 QAQ 中 
不会遇到因子因而，等式 (20) 可以分成两个等式 

ei A a A Q = 0, Q A Q = 0. (21) 

但是 ， Q G A 2 ( C /)， 其中 C / =〈 e 2 , … ， e n 〉. 因此，对 Q 可使用归纳法的假定，即它是可 
分解 : Q = b A c . 把这种表达代入到 (21) 的第一个等式中，我们得到 


eiAaAbAc = 0. 


(22) 
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由这个乘积的四个因子的线性相关性，只能有 a, b , ceU . 如果 b = Aa ， 那么 ， P = 
eiAa+AaAc = ( ei — Ac ) Aa ， 证明就完 成了. 在此基础上，我们不妨设 ei ， a ， b 是线性无 
关的，按定理 4 ,我们有丑= exAaAb ^ O , 再依据定理3,在这个情形， dim Ann R = 3 . 
更精确地， Ann i ? = (ei, a , b ), 但是与 (22) 相对应 ， c G Ann /?，这意味着 ， c = cea - f - j 3 b . 
在这种情况下 

Q = bAc = bA (cea + ^ b ) = ah A a 

且 

P = eiAa - f-Q = eiAa - f - cebAa =( ei - f - ceb ) A a . □ 

推论二重向量 


P = P 12 ei 八 e 2 + P 13 ei 八 e 3 + P 14 ei 八 e 4 + P 23 e 2 八 e 3 + P 24 e 2 八 e 4 + P 34 e 3 A e 4 

是可分解的，当且仅当，它的坐标/^能用关系式 

P 12 P 34 - P 13 P 24 - f - P 14 P 23 = 0 (23) 

联系起来. 

现在,设 P 3 = P (10 是由4维实向量空间 y 生成的3维射影空间.我们记得,在 P 3 中 
的直线对应 F 的 2 维 平面. 按定理6,任意平面 [/ < F 都是一个可分解的二重向量 P 的 
零化子， P 是完全确定的(不计纯量).换句话说，二重向量 P 的坐标 ( P 12 : P 13 : ... : 
P 34 ) 可以看成是 P 3 中直线的齐次坐标 ( 普吕克直线坐标 ). 这些坐标，作为6元组同样 
决定了5维空间 RP 5 的一个点.我们看到，4维射影空间的直线相互单值地对应5维射 
影空间中由方程式 (23) 决定的一个点二次曲面. 


习 题 

1. 设是实空间，由向量列 A ⑴， ...，4( n ) 张成. 


程式 

的解参数、可由关系式 


J2^kA (k) =B 

k 


而 B 是任意一个向量列.证明，向量方 


(A ( 1 ) 八…八 A (n) )X k = A ( 1 ) 八…八 A (fe " 1} ABA A (k+1) A • • • A A (n) 


给出. 

试由此导出克拉默公式 ([BA I ]第3章的 §3). 

2. 设 V 是特征数为0的域只上的一个 n 维向量空间， 

71 

z = ^z fc (z fc GA fc (y)) 

fc =0 

是外代数 A ( y ) 的一个元素， 


Z(A(V)) = {Z\Z AX = XAZ VX G A(V)} 
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是这个外代数的中心. 


证明 

(1) Z 是可逆的，即 Z 一 1 存在，当且仅当， z {0 ) 7^=0; 

⑵ Z € Z(A(V)) ^ I 如果 n = 2m, 对任意 i = 1,*.. ,m 都有 Z 2 i-i 二 0; 

如果 n = 2 m — 1,对任意 i = 1, ... ,m — 1 都有 Z2i—i ~ 0. 
在无穷维空间的情形如何从新给出上述条件？ 

3. 设 z : v — y 是个线性 算子. 线性算子 


a p a ： A p (y 卜 A P (V) 


由可分解的 P 向量定义 

(A p ^4)(xi A • • • Ax p ) = ^4(xi) 八…八 ^4(x p ). 

称 是 Z 的外 p 次幕. 它显然是个交错的多线性映射.对于 V 的一个固定的基底就可以研究算 
子 Z 的矩阵 A 和这个矩阵的夕卜 p 次幂 A P A 证明 




4. 设在向量空间 V 上给定了一个非退化的二次型士再设/是与 g 配极的双线性型.那么, 
>^A P (V ) 上可以用公式 

/(xi,xi) … /(xi, x p ) 

q A0 = 1, g Ap (xi A … A x p )= . 

/(x P ,xi) ... /(x p ,Xp) 


引出二次型 g Ap . 

证明，在代数 A ( V ) 上得到二次型 g 的延伸也是个非退化的二次型. 

5. 对于 实的几 维欧几里得向量空间 (V,(*|*)), 称满足条件 (d|d) An = 1 的元素 d e A n (y) 是这 

• « 

个空间的一个 定向. 

进一步，设 (ei, …, e n ), (ei ， … ， e^) 是空间 V 的两个基底，如果由一个基底向另一个基底的 
转换矩阵的行列式是正的，就说这两个基底是被 相同定向的. 显然，这个时候基底向量的顺序也是 
十分紧要的.同样地显然，所有有序的基底的集合就被精确地分成两大类，每一类由被相同定向的 
有 序基底组成，而来自不同的定向类的基底是 变向的 (或 反向的). 选择这两类中的一个，把它称为 
空间 V 的定向. 

在两个定向的定义之间存在某个联系吗？ 



针对读者范围的广泛性而收集到这一章里的材料，在线性代数和几何学的基础 
教程中，通常是不会完全都给予阐述的，其明显的原因是缺乏足够的教学时间.与此 
同时，哪怕是了解附录中某些由正文扩展出来的数学资料也是有益的.作者所在的 
大学的实践表明，这类必要的，最小程度上的超范围的出路会发展成自然的好奇心. 
出于同样的效果的考虑，在本章最后一节介绍了某些没解决的问题.实际上，它们还 
可以更广泛得多：各式各样的创造性的数学活动中会源源不断地产生待解决的问题. 

§1线性算子的范数与函数 

1. 线性算子的范数 设 F 是域 R 或域 C 上的可度量(在第3章§2第5目的意义下)的 
向量空间，不一定是有限 维的. 如果 || * || 是 F 上的范数，那么，自然地令人感兴趣的 
是， F 上线性算子的向量空间 £( F ) 是否也是可度量的.至少有两种方式在 £( F ) 上引 
进范数. 

定义1 把长度为 1 的向量 v e F 上的函数值 v — ||4 v || 的上确界 

|| 屢 = sup ||^4v|| (1) 

l|v||=l 

# 

称为线性算子4 : 4 y 的模，记为 1011,. 

一般说来，1的 ^在性是不 能保证的. 

例 1在以||/|| = /⑷为范数的所有多项式作成的空间 y = R ⑷上，研究 

微分算子巩.我们有 




令我们感兴趣的是量 



它随着多项式的幂次 n 无限增长. 

定理1如果 F 是个有限维的向量空间，那么，上确界||肩 5 必存在. 

证明 根据范数的定义和线子的定义，当复合两个连续函数 v ^ jv 和 jv — 

II 乂 v || 时，函数 v ||>||必然是向量 v 的坐标 cei ， …， ce n 的连续函数 ， n = dimF •由 
已知的波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理，连续函数 v — ||4 v || 在有界闭集上(我们这 
里是 n - 1维的球面 || v || = 1) 是个有界函数，从而上确界 ||4|| s 存在，因为有界集必 
有上确界.进一步，可以在球面 || v || = 1上找到一点(向量 v G )， 在此处 ||4 v || 达到自 

己的上界. 口 

这样一来，就刚好证明了，至少存在一个单位向量 vo G VmnUb = Mv 0 ||. 具 
有这种性质的向量有时被称为线性算子4的一个极大 向量. 

已经被赋予范数⑴的有限维空间 £( F ) 在这种论述的通常意义之下就构成了一 
个可度量空间(显然，是个巴拿赫空间).事实上 

||^|| 8 = 0分 ||4 v || = 0 ^ = 0 (对所有满足条件 || v || = 1 的 v ) 

^Av = 0 (对所有 v eV)^A = 0 . 

进而， 

||A^4|| S = sup ||A^4v|| = sup |A| - ||^lv|| = |A| sup || 圳 | = |A| . ||^4|| s , 

l | v || = l l | v || = l l | v || = l 

\\A + B\\ S = sup ||(^H-B)v||= sup ||^4v + 6v||< 

l | v||=l l | v||=l 

( sup (||4v|| + ||Sv||) =sup||^lv|| +sup||Bv|| = ||/|U + _U. 

I | v||=l 

于是,关于范数定义的所有性质都得到满足，再进一步，我们有不等式 


II 乂 v ||<|| 屢 .| M | (2) 

对每个向量 v G F 都成立.实际上， 



不等式 (2) 可以当成是范数的另一个定义的基础. 

定义 2称以 || * || 为范数的向量空间 F 上的线性算子4为有界的，如果存在非负 
实 数 N 使得 

|| 圳 | < AT. ||v|| (3) 
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对每个向量 v e F 都成立.使得不等式 (3) 成立的所有常数的下限 inf TV 就称为是 j 的 
范数， 并用符号 II 4 U 代表. 

上面介绍的例1说明，算子 A 就不是有界的，同时，对有限维情形，用不等式⑶可 
以推出不等式⑶且 7 V < ||4| s . 于是，就有下面的 

定理 2在有限维的可度量向量空间 F 上的每个线性算子4都是有界的. 

我们已经看到， MU ,. 另一方面，当 || v || = 1时， 

II 圳 1<11屢 .IMI 今 ||圳|<||爲， 

从而 ||肩 s < ||^4|| i ， 这样一来，||^4|| i = ||^4|| s , 也就是说，两个范数是同一个.在下面， 
我们把空间 F 上的范数和线性算子4 : F F 的范数用同一个符号 || * || 来代表.这不 
会带来误解，因为对于向量和线性算子，我们会使用不同的字母. 

例2继续例1，在空间股闳上看乘以 t 的算子斤可以相信，它是有界的.实际上， 

l^f|| = J o & f ⑻) 2 dt = \JJ 0 巧⑷ 2 也 J 0 = Wf\l 

所以 ㈣ Ki ' 

注意，恒等算子 5 : F F 的范数等于 1, 这是因为，对所有的 v e F 都有 || Sv || = 
|| v ||. 可以提供一个更显然的例子，作用在 n 维欧几里得空间上(以 || v || = 为范 

数)的，由关系式 


Aei = 1 彡 i 彡 n 

定义的线性算子4是可对角化的，其中 ( ei ，… ， e n ) 是 F 的一个正交基底.不失一般性, 
我们认为 


入1 彡入2彡 


參 ♦參 




那么，对任意一个向量 v = 我们有 


ll^vll 2 = (^v|^v) 


aiaj(Aei\Aej) 




oij(Xiei\Xjej) 


m w 

h 3 


^3 







2 


从而 ||4 v || < | Ai | • IMI ， 并且进一步 ，1141 < l&l • 因为 p ei | 卜 || A iei || = | Ai |, 那 
么，实际上，||肩=就是4的一个极大向量. 

要补充一个关于算子范数的重要性质，它与算子复合作用紧密相关. 

定理3设 W 是可度量空间 F 上的两个有界算子.那么，也是个有界算子, 

而且 

M 寧 II 乂 II _• ⑷ 
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证明 实际上，由不等式(2)，对任意向量 v G F ， 我们有 

||( AB ) v | 卜 ||^ v )||< 11^1 • || Sv|K ||肩 • . || v ||， 

从而导出算子的有界性,而且依据范数的第二种定义，它一定满足不等式 (4). 

推论 设 4 : F F 是一个有界算子，那么 

im < ii ^ r . 

我们把 £(10 上范数的性质再一次 列出： 

||肩 = sup ||^4 v || = M { N \ \\Av\\ < N - || v ||}, 

l | v || = l 

P 义 II = W . II 肩， 

||^|| = 0^^ = O, ( 5 ) 

IM + 寧 II 乂 ll + _， 

ii，ii < ii ^ ir . 

不等式||处||<||肩 I _ 可以是严格的，例如，如果 F = 1^ 2 ,7^是平面舻上点在0：坐 
标轴的投影，％是在2/坐标轴上的投影，那么 

V X Vy = VyV X = O, 

而此时 || K || = || n || = l . 

2. 线性算子(矩阵)的函数 前面我们已经看到研究算子4的多项式/(4)的必 
要性. AF ) 上范数的存在允许直接把函数级数理论搬到在 F 上取值的函数(线性算 
子)上来.此时，空间 £( F ) 具有完 备性. 如果由线性算子 A 组成的级数 f A 收敛，它 

的和是 A 那么，在 F 的任意一个基底 ( ei ，… ， e n ) 之下，算子4的矩阵4是算子 A 的矩 
阵次之和 , A = Y 1 A ^ 反过来，每个收敛的矩阵级数都能对应线性算子的收敛级数. 

如同通常的数的函数 一样， 我们特别地关注可以表示成幂级数形式的算子函数. 

按照范数收敛性的定义，再由常说的魏尔斯特拉斯判别法，可以推出，如果数字级 
数 收敛，那么，在集合 

i^O 

ncc ( v )^ = { A \ || 取4 

上的级数 E 必然绝对一致收敛. 

i^O 

例 3如果4是个幂零算子 (jm = 0). 那么，算子5 - 4是可逆的，而且 

K = 5 + 4 + ... +，-1， 
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这很容易直接 验证. 现在设 F 是任意一个巴拿赫空间，且4 : F F 是一个线性算子， 


它的模||， <1. 那么，同样地，5 


4在£00中是可逆的，且 〆 




-1 


实际 


2^0 


上，级数 L /的收敛性可由几何级数 E ||肩^的收敛性推出来(把4。理解为恒等算 


2^0 


2^0 


子5)，而它又是模 ^|| 刈 | 的优化 级数. 设是级数 的和. 那么 ，处 




就是 


2^0 


2^0 


级数的和.这意味着 


2^1 


B{£ - A) = (£- A)B = £, 


也就是说， S 就是5 


4的逆算子. 


3. 指数函数 对于每个线性算子 4 : F F (F 是有限维的可度量空间或者 F 是 


个巴拿赫空间，4是有界算子)，可以无条件地说，最重要的按模收敛的级数是^ 


k=0 


k \ 


A k 


它的收敛性可以得到 保障; 范数级数 E 



k^O 


k \ 


k^O 


A 


k \ 


4 fc ll 可以用收敛级数 


k 


exp 11 肩 


强化，后者就是通常的实变量的指数函数. 


定义3级数和（相应地，用符号 expj (相应地， exp 4) 代表, 


k^O 


k^O 


k \ 


被称之为线性算子4的指数函数(矩阵4的指数函 数). 经常用 〆 代替 exp 乂由于级数 


在集合 q = {4 :||4| <对上的一致收敛性，函数尤 
个连续映射. 


H 4 


exp 尤是 £( F ) 到其本身上的一 


可以直接在某一行上证明 n x n 矩阵4的指数函数的存在性.我们记 


W 


( a ij ) = I a ij 


A s . 


设 m 是对任意参数叫的绝对值的一个上界：|叫| < m,l < n . 我们可 


以知道 




< ( nm ) s , 1 < i,j < n . 


(*) 


于是，有 



( 朴 i) 


J2 a ik a kj 


k=l 


彡 n ( nm) s m = ( nm ) s+1 ， 


也就是说，不等式 (*) 对所有的 s 都成立.这意味着,对 n 2 个对 ( i ， j ), 级数 E 都在 

^ S • 

系数的极大值不超过 m 的矩阵的集合上一致收敛.级数 S= 


五+ A + 


2 ! 


A 2 + 


A 3 + 


3! 


是 n 2 个一致收敛的数字级数并在 一起， 本身必然是一致收敛的. 
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例 4设7是变量〖的次数 < n - l 的实系数多项式的空间， A 是微分算子.著名的 
关于多项式的泰勒公式表明，如果 /( 纟 + a ) 是在/⑷中用纟 + a 代替渴到的次数< n -1 的 
多项式， aeR . 那么 


fit + «) = m + 告/⑴⑷ + •••+ ^^严―” ⑷. 

事实上，可以把它写成 

• ♦ 

♦ 

f(t + a ) = {£ + ^ aV t + ^{ aV t ) 2 + … + - ( a ^) 71-1 }/(^) = { expaV t ) f ( t ) 

的形式. 

由于 y 上算子的幂零性，级数 expaA 可于中间停止而退化成为一个有限和. 
这是幂零算子的一个共有的性质.在我们这个情形 ， exp aV t = W a 就是用 a e R 作用 
的位置算子，它把/⑷变成 /(t + a ). 它的线性性质可以直接 验证. 

正如我们已经知道的，在基底 



1 



之下，算子巩对应矩阵乃二人，即 n 阶的上若尔当块，从而 W a 在这个基底之下的矩阵 
就是 

(la a 2 /2! … a n_1 /(n-1 )! 、 

0 1 a … a n ~ 2 /{n - 2)! 

H a = exp dJn = I 0 0 1 • • • a n -3/(72 - 3)!. 


\ 0 0 0 1 


我们应该注意，在指数的定义中，已经认为基础域是实数域或者复数域.这样， 
在复变函数中，认为 


e X-\-ty _ e X ^ cog y i S [ n = e X . e W ， i = V—l. 


这里包含了欧拉公式 


e 


iy 


cosy + isiii ^/， 


它可以利用级数 


e 


m 



k^O 


{ w) k 

~kl 


= a ( y ) + ib ( y ) 



以及把函数 cos 2/， sin 2 /分解成关于实变量 2 /的幂级数得到. 

例 5复平面 C ， 用域 C 上的向量空间的观点来看，更好是称它为 复直线 C ， 它可 
以变成实平面 R 2 . 线性算子 : V (x + 2 /) v ^® j^(ei = l , e 2 = i ) 之下对应 




矩阵 4 必形如 
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由复数的指数的定义，得 



exp ^4 = 






结论:把乘以复数 z = rr+iy 的乘法算子记为乂，则 exp 乂刚好是旋转2/角再压缩 e 21 倍. 

利用绝对收敛的级数的乘积中的加项可以被置换这样一个事实，我们可以得到 
下面的一个有用的论断 

定理4如果 n x n 阶矩阵 A 和 J 5 是可交换的，那么 


(exp^4)(expJ5) = exp (^4 + B). 


证明 我们有 


(exp ^4) (exp 5) 



A 


S 


s^O 


5 ! 




k 


k 





A;! 



t >0 

A;! 


tl 





5 ! 


ti 


A 8 B 


EE 

k^Os—0 


1 


sl(fc — s)l 


A s B k ~ s 


k 


s\(k — s)! 


A S B 


k—8 





kl 



k 


A S B 


k—s 


S 


^2^(A^B) k = eMA^B). 


k^O 


k\ 


在这里，我们利用了牛顿二项式公式 


k 



k 


A s B k ~ s 




8=0 


S 


{A + B) k 


在任意一个交换环，特别地在环 Z 0， 闵上成立这一事实. 

我们的级数逐项乘积的规律性可用归纳法证明，事实上. 


g 04 + B) k 


k=0 


k\ 




其中丑 a : = ^2 备号■是关于所有的满足性质 max ( M ) > KKs+t ^ 2冗的数对 ( s ， f ) 求 

和.这样的数对共有 1) 个.如果 m 是矩阵欠和 B 的系数的模的一个上界，那么， 


乘积不会超过 

5 ! tl 


n(nm) s n(nm) 


t 


5 ! 


t\ 




(nm 0 ) 


2K 


K\ 
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其中 mo 是某个正数.这就意味着，矩阵的系数按绝对值不超过 

K(K l )( nm 0 ) 2K 

~K\ ， 

也就是说，当 K 无限增长时，趋于零，这就给出了我们需要的公式. □ 

对于零矩阵 O , 按定义，我们有 exp 0= E . 因为矩阵欠和 - AB 然是可换的，所以， 
依据定理 4, 有 

exp A - exp (— A ) = exp (A — A) = exp O = E, 

由此，可得到 

推论 设 4 是任意一个 nxn 阶矩阵(实的或者复的).那么 ， exp 4是非退化矩阵， 

且 

\ 

( exp ^4) _1 = exp (— 义). 

4. 线性群的单参数子群 函数 exp 在很多方面都是饶有兴趣的，正如可以在下 
面简单的命题中看到的那样，有些问题可以用群论的观点去看. 

定理 5 对任意矩阵乂 e M n (只)，只= R 或只= C ， 由 


exp(L4), t eR 

确定的对应是实数加法群 R+ 到 GX n (用的一个连续同态映射. 

证明事实上，略加改动地引用定理 4 的推论，我们容易相信， ip A (t) e GL n ⑻， 

而且 


此外， 


(WA ⑷ ） 1 = 


^Pa{s) - (p(t) = exp(s^4) - exp(L4) = exp(sA 4- tA) = exp((s + t)A) = (fA{s + t), 

也就是说， w 是 R + 到 GL n ㈤ 的同态，它的连续性在指数的定义中已经打下了基础. 

□ 

定义 4通常称集合 { exp(^4)|〖e R} 是 y 上单参 数线性算子群 (在一个固定的基 
底之下就是单参 数矩阵群 ). 

例 6 如果4 = a 是个实数，那么 { exp ( k)|〖e R } 就是实数乘法群.如果 A = 
\/-1 = i , 那么 { exp ⑻€ M } 就是圆周. 

为了得到关于矩阵 exp " 算子 exp ⑷的本性的更加确切的结论，我们证明下面 
的 命题. 

定理 6 i5：Ai,A 2 , •• - ，A n 是矩阵 ^4eM n (C) 的特征根，这里是连同重数列出的(也 
就是说，\不一定是不同的). 

那么，矩阵 exp A 的特征根恰好是 


exp Ai，exp 入 2 ,… ， expA n . 
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证明 正如我们已经知道的(第2章§4的定理1)，每个复矩阵都相似于一个三角 
形矩阵.特别地，对我们这里的矩阵欠可找到一个非退化矩阵 B 使得欠= B -^ TB , ^ 
中 r 是个(上)三角形矩阵.我们同样知道， A 和 r 有相同的特征根.因为三角形矩阵 
的特征根就是它的主对角线上的元素，所以，不失一般性，可以认为，它们按顺序就 

是入 1 ， … ，入 n. 这样来， 

Ai 氺 • • • 氺 

0 入 2 ... * 


0 0 X n 




我们有 




也就是 


expT = 





这说明 exp Ai， …， exp 是矩阵 exp I 1 的特征根.只要注意到 exp 义= (5 L 
习题7.1.1)，就进一步知道 exp \同样是矩阵 A 的特征根. □ 

推论对任意方阵 A 关系式 


det exp ^4 = exp(tr ^4) (6) 

成立 • 

证明 事实上，矩阵的行列式等于它的所有的特征根的乘积，而迹等于它的所有 
的特征根之和，因为这些都可以从定理6直接得到.更显然地， 


det exp ^4 = det ( B — 1 . exp T - B ) = det exp T 

n 

=JJ exp Ai = exp(Ai + • • • + A n ) = exp ( trA ). 

i—l 




由关系式⑹可以再次推出， exp 义总而且，对所有的义 e M n ( R ) , 

det exp 欠总是一实数. 

对于矩阵(线性算子)的指数，我们还可做若干说明.一如既往，用矩阵代表矩 
阵 A 的转置矩阵，3代表 A 的元素用自己的共轭数替换之后得到的矩阵(如果 A 是个实 
矩阵，那么，3 = 乂).我们再回顾 


\ A k ) = A k = ( A ) k . 


⑺ 





关于第一个关系式可看 [BA I ]第2章§3的第3目，而第二个关系式可以由这样的一个 
简单的事实推出来，即矩阵#的系数可以记成矩阵4的系数的 A ; 次齐次型，映射 z H 

芝是域 C 上的自同构.进而， 

\ A ^ B ) A B , ATB = A + B . 

于是，由 exp 欠的定义和关系式 (7)， 我们直接可以得到 

1 (exp ^4) = exp(M ) ， exp ^4 = exp 儿 (8) 

下面，我们使用对某些矩阵空间的公认的 记法： 

i ) g 【( n ， 只)= gin (^) = M n ⑻是域只= C 或者只= Ri ： 的所有 n 阶矩阵的空间； 

ii ) s 【( nj ) = s 【 n ⑻是所有迹为零的 n x n 阶矩阵的 空间； 

iii ) so ( n ,^) = (用是 所有反交换的 n x n 阶矩阵(实的或者复的 )， f X -\-X = 0 - 

iv ) u ( n )= 〜是股上(但不是 Cil ) 的斜輪米■阵 X e M n ( C )， X*+X = 0 ( X * := 

⑦) 作成的 空间； ^ 

v ) su ( n ) = su n 是 R 上所有迹为零的斜埃尔米特对称 n 阶矩阵作成的空间. 

在第2章§2的例6中，我们已经引进了李代数的概念(同样地可见第3章§3的例 2). 

下列命题是真确的. 

命题空间 i ) 一 v ) 的每一个，对于矩阵的换位算子 [^4， B ] == - 从4都作成一 

个(古典的)李 代数. 

证明 基于在第1章我们已经熟知的映射 

X , X ^ X \ X^tTX 

的基本性质就可以做初等的验证.以 iv ) 为例， 

[ A,BY = {AB - BA )* 

= {ABY - {BAY = B * A * - A * B * = (- B )(- A ) - {- A )(- B ) 

= BA — AB = —[ A , B \. 

在情形 v )， 添加在斜对称之下保持 trX = 0不变的条件，从而必恒有 

tr [ X , y ] = tvAB — tvBA = 0. □ 

再次约定一些符号，这次我们屡屡见到的都是群(典型 群)： 

0 GL ( n ^) = GL n (^) 是只= R 或者只= C 上的 n 阶完全线 性群； 
iiO SL ( n ^) = ⑻是 M n ⑻中行列式为 1 的矩阵作成的特殊线 性群； 

iiiO SO ( n ) = 50( n , R ) = SO n ( R ) (或者 SO ( n ， C )) 是所有实的或者复的行列式 
为 1的正交矩阵作成的群； 

iV ) U ( n ) = 队是 n 阶酉矩阵作成的群； 
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V ) SU ( n ) = 3队是(行列式为1的酉矩阵)特殊酉矩阵群. 

定理7 映射 X 4 exp X 建立了已揩明的类型的 i ) 型李代数和 iO 型群之间的关系 

式， 

证明 i ) 可以看定理4的推论. 

ii ) 断言在 i ) 和公式⑹中已被确认. 

iii ) 如果1 + X = 0,那么,应用定理4的推论和公式(6)，我们有 

^( expX ) = exp ^ X = exp (— X ) = ( expX ) -1 , 


也就是 


^(expX) - expX = E expX G SO ( n ). 

iv ) X* + X = 0 今 (expX)* = expX* = exp(-X) = (expX) -1 

exp X e U { n ). 

v ) 如果 X e su ( n ), 那么 det exp JC = 1， 从而 exp JC e SU ( n ). □ 

本来还可以试图去证明，有相互单值确定的同一个类型中的关系式 


A G . ••分 exp A E •' - , 

只要在左侧的矩阵的李代数中对任意小的 e > 0,有||4|| < e 在右侧就可以取到型 
^tPexp A = 五 + B 的矩阵，使|问| < 5. 但定理7中断言的箭头不能完全反过来，正如 

下例所示 


例7 若尔当块 



是群 S [(2， C ) 的一个元素.设 J 2 (- l ) = exp 為其中欠 e s 【(2， C ). 因为 J 2 (- l ) 不能化 
成对角形，所以矩阵欠同样也不能对角化(见习题 7. 1. 1). 这样一来，矩阵4的特征 
根乂和；^应当重合，也就是 


Ai = 入 2, Ai + 入 2 = 0 今 Af = 0， i = 1 ， 2. 

但是， //i := expAf = expO = 1 应该是矩阵 J 2 ( _ l) 的特征根(定理 6 )， 这个时候，实际 
上 A = -1. 这就意味着矩阵4是不存在的.换言之，并不是群5 X (2, C ) 的每一个元素 
必然属于一个单参数子群. 

5. 谱半径 如果试着去解下面的习题 9 就会得到这样的结论，在有限维埃尔米 
特空间上正规算子4的范数 || 肩等于它的特征值的最大值. 

定义5 设 4 是 C 上 n 维向量空间 y 的任意一个线性算子， V ，…， A n 是它的特征 
值.那么，称 

r ( A ) = max | A ) 

j=l，“，n 



是算子 4 的谱 半径. 

正如我们已经看到的，对于可对角化的线性算子乂， 7*(4) 




II -4 II . 但是 


般说 


来， r ( A )^ || 肩.实际上，如果 A 


(4) 且 v 是属于 A 的特征向量 (|| v|| 


那么 


11乂11 


sup || 血 || 彡 ||j 

IW|=i 



|Av| 


A 


这个不等式可以是严格的. 


例8设 (ei ) 是带有标准纯量乘积(内积) 


( x | y ) 




^2 x iVi 


(x 


E 


xie u y 




% 


% 


% 


的线性空间 V 的一个标准正交 基底. 线性算子4在这个基底之下对应矩阵4 


Jn ㈧ 


为简便计，我们认为只 


R, A G R. 所以， 


II 圳 I 




_ . _ • _ _ ___ 

(xi A + X 2) 2 + 


參#争 


+ (〜― lA + X n ) 2 + ( x n X ) 2 . 


如果 II X II 




♦鑄參 


+ x i 




1 ，那么 


n—1 


||Ax|| 


A 2 + 2A E 而 而 +i + (1 




Z= 


而且经过简单地整理即表明 


r ㈤ 




A < sup II 血 II 




II 屢 


|x|| = l 


其次，当 K 彡 n 时 ， A 




0 {Jn(0)) 


0,从而， r ( A ) 




0 


lim H ^ ll 1 ^. 把习 


题 2 . 4 . I 2 弄明白，我们会发现，当 A # 0时(且 || x || 


1) 必有等式 


||G7 n (A)) fc x||V fc 


k 


•参參 




A{(a：i 4 - -x 2 + 


A (1 + ai ( x ， A ) A ; + 


n 


+ 


A n 


^n) 2 4* (X2 4* 又 $3 + 


♦ 擊 


+ a n _i(x ? X)k 


n—1 


)l/(2fc )， 


k 


n 


2 


• # • 


+ 


X n ~ 2 


x 


n 


)2 + ...}l/2fc 


也就是 


lim ||(J n (A)) fc x|| 1 ^ 


A - lim (1 + ai(x ? X)k + • • • + a n _i(x ? A)^ 72-1 ) 1 / 2 ^ 

fc — 00 / 




A-l 


r ㈤ 


利用我们已经研究过的若尔当标准型理论和例子，可以指出，对一般线性算子4的 
情形，有下列事实： 
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i ) r ㈤ 




lim ll ^ ll 1 /^ 

fc—>oo 


ii ) r ( A )^ \\ A k \\^ k ^ ||^1|| (见定理 3 的推论). 

依据[ 2 ]第1章§10的关于有限维空间上模的等价性的定理 7 (此时必然是个巴拿赫 


空间)，我们还可以导出不等式 


n 


n 


iii ) r (乂）彡 max ^| a jfc |, r (^ l ) ^ ma ^^| a ifc |, 对任意矩阵欠 e M n ( C ) 都 成立. 

j=l 3 ^=1 

说明显然，在任意基底之下线性算子 j 对应矩阵必有 r ( j ) = r { A ), 而且所 
有的与谱半径有关的结果都可以用矩阵语言加以翻译关于算子范数的更详尽的性 

质可以跟踪 [15]. 



习 



dims 【 (n ， 只） = n 2 — 1， dims o(n ， 只） = n(n — 1)/2, dims u(n) = n 2 — 1. 


2. 建立群 C /( l ) 与群 30(2，]^ 之间的 同构. 

3. 下列矩阵称之为 C 上的泡利 (W. Pauli) 矩阵 


^0 






我们令 

显然， 


试验证 


Ti 


2 


砂 1, 



rri 上 • 

^3 = 2 Z(73 - 


〈 m ， T 3 〉c = s [⑺， 

〈 Ti, Tb ， T 3 〉r = s u(2). 

[T^T 2 }=T 3 , [T^T 1 ] = T 2 , [T 2 ， T 3 ] = Tl 


4. 建立李代数 so ( 3 ， R ) 与 3 维欧几里得空间关于向量乘积的向量李代数 su (2) 之间的同构. 

5. 证明，如果 A ， 丑是 n x n 矩阵且 detB # 0,那么， 


exp(B^AB) = B'\expA)B. 


6. 对于矩阵 


求出 exp 儿 



7. 证明，每个酉算子/都可以表示成 / = e iS 的形式，其中石是一个埃尔米特算子 • 

8. 证明， 如果/ 是个酉算子，而谷是任意一个线性算子，那么 || AS || = | 问 I . 

9. 对每个规范算子八都有 || 妒 || = ||/|| fc , 1,2,3, .... 

10. 证明， lim A k = G^ r(A) < 1. 

fe —oo V 1 
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§2线性微分方程 

1. 指数函数的导数 设户⑷=⑷)是个矩阵，它的系数仍 ) ⑷是实变量〖的可 
微函数，按定义，我们令 


d 

dt 


p(t )： 


dpijjt) 

dt 


并且称 PW ) = dPM 是矩阵 p 的导数，然后就显然地，可以得到矩阵乘积的微分法则 


d 
dt 


( PQ ) 


f ㈣ 尝 


般说来，正如可以以矩阵 


0 


0 


为例表明的那样， 


p \ t ) p ( t )^ p { t ) p \ t ), 


例如， 


dP 2 

dt 


^2 P 


dP 

dt 


但是，我们对于一个矩阵可与其导数矩阵交换的特殊情形有兴趣. 

定理 1 设 4 是个常系数矩阵 ( 实的或者复的 ) ， F{t) = exp(^). 


那么， 


d 
dt 


m 




A - F(t) 


⑴ 


证明 按其定义，矩阵4和 F ⑷是可交换的，也就是说，要证明的关系式的右端 
可以代替. 用以代 表变量_微小增量.按§1的定理4,我们有 


F(t + At) 




F(t)F(At), 


所以， 


At 


[F(t + At) 


m ] 


At 


[Fm 


E 


m 




At 


(△⑷ 


E 


_i=0 


m 


«| 


— l 


A 1 


m 


由幂级数的连续性，我们可导出结论 


lim 

△t - ►O 


A+^(At)A 2 + ^(At) 2 A 3 + 


A. 


所以, 


d 
dt 


m •• 


lim 


△t — ►O 


F(t + At) - F{t)} = A 


□ 


( 
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2 •微分方程 现在设 

4 

、 

Z 1 = ^ 11^1 + ai2Z2 + • • • + CLi n Z n , 

z 2 = a 21^1 + <^22^2 + • • • + a2n 之 n ， 

之 n — 仃 7^1 之 1 + dfi2^2 + • • • + CLjifiZfi 


( 2 ) 


是 1 阶的常系数的线性微分方程组，并记为 


dz 

dt 


Az ^ 


(20 


这里 


[之1，之2， 


〜]是向量列;它的分量々= Zi ( t ), 1 ^ 


是_未知的可微函 


= Z ^. 


数.亡在一个区间 n < t < r 2 ^, 且满足一个初始条件 A (0) 

微分方程的一般理论要确保 Z = Z ⑷的存在性和唯一性.此外，由⑵和⑺可 
以看出，对应不同的初始条件的解构成一个向量空间，而常说知基本解就是这个空 


间的一个基底. 、 

► 

重新回到关系式(1)，我们发现，允许做这样的解释：矩阵 F (〖） = (& ⑷)的每个 
列〜=[/小…， /〜] 都是方程组 (2) 的一^0，它满足初始条 # Zj (0) = [0, . • • ，1，… • ，0]， 
这里边只有第 j 个位置上是 1( 因为 F (0) = 五). 因为初始条件在 j = 1，... ， n 时是线性 

无关的，而其余的都是它们的线性组合，所以，矩阵 F ⑷的 n 个列就取尽了方程组⑺的 
基本解的整个集合.解空间是 n 维的. 

更一般的线性微分方程组形如 


其中 


dz 

dt 


Az + b ? 


(3) 


A = (aij ), z = [:i ， … ， z n ]，b = [6i ， … ， 6 n ]. 

如同在代数方程组的情形一样，方程组 (3) 可能是不相容的.如果不是这样，且 zo 是某 

一个特解，那么，方程组⑶的一般解就是^= z + zo , 其中 z 是与 (3) 相对应的齐次方程 
组⑶的一般解. 

3. n 阶线性微分方程 有形如 


z( n ) + a\z^ n 工 ）+ .. • + a n —iz^ + (i n z = 0 ⑷ 

的方程，其中，依惯例 ， z =邓)是自变量_未知函数，而系数 w ，…，如是实数或者 
复数.先不涉及满足初始条件 


: ⑼ = z°,z w (0) = :?，••• ,z (n_1) (0) = 

~~ 1) 可以参见，例如，庞特里亚金. n.c. 的常微分方程，中译本，林武忠、倪明康译， 北京： 高等 
教育出版社， 2006. 



的解 Z ⑷的存在性和唯一性理论,我们注意到,关于 Z 和它的各级导数的线性方程⑷的 
解空间的线性性质.解本身可以通过把⑷化成特殊的方程组 (2) 而找到，也就是，设 


Zi = Z, Z 2 = Z^ x \ Z 3 = z^ 2 \ • • • , Z n -1 = z^ n ~ 2 \ z n = z、 71 - 1 ), 

我们就可以得到一个具有特殊形式的矩阵 



的线性 方式组 (20. 进而我们就可以使用在第2目中的同样手法了. 

现在，可以从另一个方向走近方程式 (4). 我们转向作用在无穷次可微函数的空 
间 上线性算子.设 A 是对 《的微 分算子，且 

X ( 认 ） =1 + . • • + a n — l^t 4* Oj n E . 

_ • 

这样，就可以把 (4) 改写成 

x ( Pt)z - 0. (40 

称 多项式 X ⑷是微分方程 W ) 的 特征多项式. 这个术语是有确定的含义的.试寻求形 
如2 = #的解, 我 们得到关系式 

x ( A ) e At =刺 # = 0, 

那么，可得出 

#是方程(4，)的解分 X ( A )=0. 

定理2 SAi ，…， A m 是方程 (4') 的特征多项式 x ⑷的所有的不同的特征根，同时, 
Xj 的重数是 kj ,使得 ki +…+ fc m = n . 那么，函数 

t k e Xjt , 1 < j < m , 0 ^ k ^ kj — 1, 

作成一个基础解系. , 

我们不打算推演这个证明.介绍读者参看. n.c. 庞特里亚金的教学参考书.在 
单根 的情形(所有的、=1)，推论本身并不复杂，但有重根时就需要用到若尔当标准 
型了 (见第2章). 

我们的任务在于举例说明在最简单类型的微分方程理论中的线性代数学的方法. 
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§3凸多面体与线性规划 

1. 问题的提出 线性规划的基本问题可以用下面的方式提出来.在实数域 R 上 
有限维仿射空间 A 上有 m + 1个仿射线性函数八，…， / m; / : A — R . 需要找出一个 
点& e A (或一些点)，满足条件 

八⑷彡0 ,…， / m ⑷彡0, 

且使函数/在这些限制之下取得最大的可能值. 

与此相反，某些不等式取反向， h { a ) < 0,同时(或者)要求去寻求/取最小的可 
能值，这可以归结为对从前已做过的替换相应函数符号的情形.条件力⑷ = 0等价 
于⑽ > 0和 - A ⑷彡0的 总和. 所有的函数都可以认为不恒为常数. 

2. 论据 考虑下面的一个生产过程的数学模型.设有一个企业，使用 m 种不同 

的资源,生产出 n 种不同的产品，资源和产品分别按自己的单位用非负的实数计量(我 

们不把这些量,如汽车的数量,当做 整数; 当大规模的生产和大量需求资源的时候，它 
就接近于“连续”模型了). 

给定的企业的所有类型产品的产量记成 一个产品向量 (^,吻,… ，: r n ) e R ' 开 

拓广些,可以得到下列的资源需求的线性模型. 

\ 

设 标号办 =1,2,…， n ) 的资源在生产一个单位的= 1,2,…， m ) 型产品时的 
支出是叫 > 0,同时，资源 i 的限制量是也就是说 

n 

fi («^1 5 . • • ， $n) ~ — 〉: (^ijXj ^ 0 , 1 ^ ^ 777-, 

j=l 

或者,等价于 

n 

^ : (^ij i = l ，2，... ， 777 ； • (1) 

J =1 

同时还自然地要求 

♦ 

x j ^ j = H • • • ， n ， (2) 

也就是说，企业不谋求指派给它的产品以外的销售品或者储备品.再假设，不等式 
组 (1) 和 (2) 是相容的.任意满足这些不等式条件的产品向量都被称为 是可允许的. 

其次，设巧是企业从一个单位的 j 种产品中获得的利润.我们设 

n 

f (工 1 5***5 ^n) ~ 〉 : 冗 j 工 j • (3) 

j=l 

在线性规划中就简洁地称函数 (3) 是目标 函数. 提供函数值的极大值的可允许产品向 
量就是按利润 最优化 的产品向量.企业关心的结论是获得最大的利润，也就是正常 
地安排进来的资源获得最优化的产品向量.我们将会看到，这个问题是就要在例子 
中描述的问题的一个特殊情形. 
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在研究线性规划一般问题的内容的更为丰富的几何解释之前，我们先看一个具 
体的经济生活中的例子. 

例设棠个联合公司(我们称它为 MBRB ) 生产两种 产品： 摩托艇和客运小轮船(分 
别称为 MB 和 RB ). 公司掌握四种类型的设备,每种都有固定的生产 能力： 组装 MB ， 组 
装 RB ， 组装发动机和冲压金属板.问题是公司应该生产多少摩托艇和多少客运小轮 
船?从 MB 或者 RB 上获得的利润取决于摩托艇和客运小轮船的市场价格以及公司的 
固定的花费.我们假设,市场价格和生产的可变成本的平均值(经济学中周知的一个 
概念)都是不变的.也就是说，在一个合理的期限内是不变的，更加确定地，我们允许 
摩托艇的市场价格是70 000卢布,而客运小轮船的价格是125 000卢布.生产 MB 的可 
变成本的平均值是65 500卢布,而生产 RB 的可变成本的平均值是120 000卢布. 

这样一来,公司扣除每件 MB 产品的可变成本可以获得4 500卢布，而扣除每件 RB 
产品的可变成本可以获得5 000卢布，如果 iV m6 (相应地, AU ) 是生产公司每天生产 MB 
(相应地 RB ) 的个数，那么，公司的收益(扣除了固定成本)应该等于 

7 T = / ( iV m b ， Nri ) = 4 500 iV m b + 5 OOOiVrb (4) 

我们假定,一天内生产中每产出一个 MB (相应地 RB ) 要使用15%的 MB 设备能力， 
12%的发动机设备能力，9%的金属冲压设备能力(相应地，17%的 RB 设备能力，8%的 
发动机设备能力以及13%的金属冲压设备能力).显然,公司的领导受到如下限制 

0< 15 N mb ^ 100, 

0 < Y 7 N rb ( 100, 

12N m b + SN r b ^ 100, 

9 iVmb + 13 iV r fe ^ 100. 


借助图 23 可以给出明显的解释. 
























































































































































































































fl 多面体与线性规划 _>279 - 

为了清点所有上述强调过的限制，摩托艇和客运小轮船的产量应该位于 
区域 OABCDE [^,这也就是公司领导可以运作的“平台”.同样，收益的直线(图上 
的虚线)每一条代表 MB 和 RB 生产的不同组合，它们给出的总收益是相同的.图形 

显示.最优解位于 C 点，在这里，水面运输公司每日生产 5. 95 MB 和 3. 57 RB . 按着这 
种给定的产量生产, MBRB 公司的总收益是每天核计44 625卢布. 

在这个刚讨论过的例子中，目标函数⑷在凸多边型的顶点 C 取得极 大值. 我们可 
以郑重地说明，这绝对不是偶然的.当然,线性规划的实际应用与寻求最优生产向量 
的具体的深入研究的算法有关系.这可以用人工方法，也可以在计算机上实现.这里， 
我们只限于应用问题的几何方面，当然,它是所有算法的 基础. 

3. 基本的几何概念 我们在域 R 上取定一个有限维的仿射空间 A . 字母/以及带 
有指标的/均为 A 上的仿射线性函数. 

称形如 

{a e A \ f ( a ) 彡 0} 

的点的集合是个半 空间, 其中/是个非常数仿射线性函数.有限多个半空间交称为多 

面体. 

回顾一下(见第4章§3的第6目)，子集 S C A 是凸的，如果可 由礼如 eSM ^ X^l 

, ■ ' 

I 

, / 

推出 A&i + (1 — A ) a 2 G S . 由于有 

/(Adi + (1 — X)a2) = A/(di) + (1 — X) f (J 12 ) ， 

1 

» 

所以，每个半空间都一定是凸的.又因为任意多个凸集的交集仍然是凸集，所以，每 
个多边形都是凸的.与从前一样,我们说任意点 

Xdj\ + (1 — 入 )&2, 0 < A < 1, 

都是以和为端点的线段 &1&2 的 一 ^个 内点. 

设 S 是个凸集.凸的子集 T C S 被称为是集合 S 的一个 界面， 如果端点在^的线 
段只要有某些内点含在 T 中，那么该线段就整个地含在 T 中.整个集合 S 就是自己的 
一个界面.集合 S 的只由一个点组成的界面被称为是 S 的一个顶点_ (读者应该自己能 
在3维空间中表达出立方体、八面体和多边形的角度，使得能掌握满足基本要求的直 
观图形，这些图形对线性规划理论十分重要.我们实际上定义的这些图形的界面就 
是中学平面几何学中边、顶点以及各图形本身.实心球体的顶点就是它的表面上的 
所有的点.多边形 S 的所有界面的个数不能超过仿射线性函数组八，… ，/ m 的子空间 
的 个数. 从而是有限的 •） 

很自然地，称多面体 S C A 是有界的,如果对 A 中任意一个坐标系都能找到 
一个数 iV 使得任 意一点 & e S 的坐标，按绝对值，都不超过见这个定义与坐标 

系的选择无关. 
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下面，我们要证明一个最重要的结论，在有界的多面体上的仿射线性函数的极 
大值(在应用中这种情形最为常见)必将在它的一个顶点上达到;必然是个有限数.但 
是，着手证明之前，先研究一下多面体及其界面的结果将更为方便. 

引理1凸集 S 的一族界面的交以及界面的界面都是 S 的 界面. 

证明 i ) 设了= n $， 乃都是 ^的界 面. 任意端点在 s 中的，内点都属于乃的线段 
都必然整个地属于乃，这意味着，它的端点必在 r 中，所以它整个地在 r 中. 

ii ) 设乃 ctc 5, r 是集合 s 的一个界面.任意端点在 s 中的线段，只要内点都 

在乃中，那么必然整个地在 t 中,因为 r 是 s 的一个界面.这意味着,它的端点也在 t 中， 
从而整个地在7\中，因为是 T 的一个界面。 □ 

引理 2 设 S 是个多面体，由 

fi ^ 0 , z = 1, ••- ,m 

给定. 那么，对任意一个指标 i ， 多面体 

Si = S 0 {&|/ j ⑷= 0} 

或者是 空集， 或者是<9的一个界面. 

证明设况是非空的， ai , d 2 G S 且线段+ (1 - A ) 如的内点在 况中， 函数 

/ i(Adi + (1 — A ) & 2 ), 0 ^ A ^ 1 

对 A 是线性的，对某个0 < Aq < 1,它变成零，此外，当 A = 0和 A = 1时，是非负的, 
因此，它应当恒等于零，所以，整个线段都在况中. □ 

引理 3多面体 

S = {a\fi(a) ^ 0; 1 < z < m} 

上的非常数的仿射线性函数/,在那些使得所有力⑷ > 0的点& e 5 Ji , 不可能取得最 

大值. 

证明因为/不是常数，所以 D/ 一 0. 在与 A 相伴的向量空间 F 中选取一个向 
量 v e F， 使得 D/(v) 一 0. 可以认为 D/(v) > 0,相反的情形可用 v 的负向量替换 
之，如果 e > 0充分小，而& g 那么，X才所有的^ = 1, ••- , m , 都有 / i(& + ev) > 0, 
只要取 e < 111如(/办)/|1)/办)|) 即可. 从而，对所有这些都有 & + a 但是, 
/(« + ^v) = /(d) + eDf [ h )， 所以，/⑷不是/的一个极 大值. □ 

现在可以证明我们的基本结果. 

定理设仿射线性函数/在多面体 S 上有上限.那么，它必在 S 的某些界面点上取 
得自己的极大值，而这些点本身同样构成一个多面体.如果 S 是有界的，那么，/在多 
面体 S 的某些顶点上取得自己的极大值. 

证明我们对空间 A 的维数用归 纳法. 当 dim A =0 时, 显然. 设 dim A = n , 且设对 
于维数小于 n 的情形，命题 已证. 设多面体 S 由一组不等式八彡0,…， / m 彡0给出.因 
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为集合 S 是闭的，所以，它的上方有界的函数/必在某个点&上取极大值.如果八⑷> 
0,…， / m ⑷ > 0,那么，根据引理3, /只能是个 常量; 特别地，它在整个 S 上都取得 
自己的极 大值. 现在，我们可以认为，有某个 i 使得/办）= 0. 这意味着，/在非空 
多面体次的一个点上取得了极大值，而况是 S 的一个界面而且属于 n - 1维仿射子空 
间 W / i ⑷= 0}, 因为 A 不是 常量. 按归纳假设，限制在氏上的/的极大值应该取在多 
面体氏的某个界面上的所 有点. 据引理1和引理2,它也是原来的多面体的一个界面, 
而且也是个多 面体. 因为在况上定义它的不等式具有一个可以推广到整个空间 A 上去 
的左端，从而可以补充为力= 0. 

现在，按照 S 的仿射包络的维数进行归纳，我们要证明，任意有界的多面体必有 
顶点. 事实上，对于零维的情形，这是显然的.设维数大于零.我们可以认为，多面 
体 S 的仿射包络就是整个 A . 在 A 上任取一个非常数仿射线性函数.它应当在 S 上有 
极大值，因为 S 是有界的而且是闭的.可见, S 有非空的界面,它由所有的取得该极大 
值的点组成.它是个有界的多面体,它的仿射包络的维数必严格地变小,按归纳法假 
设,它应该有顶点，而按引理3,它同样应该是多面体 S 的顶点. 

最后，设 S 是有界的，且 T 是 S 的多面体界面，原始函数/在它上面取得自己的极 
大值,那么, T 的任意顶点,我们已经证明了是存在的,都是多面体 S 的一个未知顶点. 

□ 


习 题 

1. 证明，所有的有界的多面体都是自己的顶点集合的凸包络. 

2. 利用习题1和第4章§3的定理13证明，在有界的多面体上的线性函数必在自己的一个顶点上 
达到极大值. 


§4非负矩阵 


• 生产上的论据 追踪[ I 2 , 15], 我们来讲述利用相当知名的列昂季耶夫 1〉 经 


济模型的生产计划问题.某个联合企业有 n 个工厂& 


n . 在工厂 A •生产 A 产 


品•为了生产巧产品需要使用彡0个单位的 R 产品 , j 一 fc (自然地，设 



m w 

33 


0) •联 


合 企业为了生产 抑个巧 产品， fc = 1,2, …， n 就总共需要 ^七 ㈣ 个 单位的巧.这样 
一来, 给市场剩下的是 k=1 


yj = x j -^2 a ^ kXk 

fc=i 



个单位的巧产品. 

计划问题可采用如下 形式： 对于给定的市场需求 y =( yi ，…， y n ) eR ' 且 
%彡0,需要找出生产向量 x =(以，…，〜)，且％彡0,满足条件 (1) .设 A = ( a jk ), m 

1) 瓦西里 • 瓦西里耶维奇 • 列昂季耶夫 (1905 — 1999) 是圣彼得堡大学毕业生,随后为加鲁阿 
大学教授，著名经济学家，诺贝尔奖获得者. 
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们把 (1) 改写成矩阵形式 

y = ( E - A ) x . (10 

现在，我们对于系数为非负实数的向量和矩阵用符号 

x 彡0 ， y 彡0 ， A 彡0 (2) 

表示，并简称是非负 向量， 非负 矩阵. 在严格不等式的情形，就说是 正向量和正矩 
阵 (不要与正定矩阵混淆). 

现在，运用§1的第5目中矩阵谱半径的初等结论(或者把它与它在 R " 上的线性算 
子等同起来).如果 r (4 < 1，那么,作为§1例3的推论,矩阵五-乂是可逆的，而且(五- 
A )- 1 = ^ A k . 因为，按定义，矩阵 A 是非负的，所以它的任意次幂乂都是非负 

k^O 

的，在这种情形下,矩阵(五 -4- 1 必然也是非负的.从而，矩阵 (10 对应的所需要 
的解 x >0 可由公式 

x = (E — A 广 1 y . 

给出.经济学技术领域未必关注条件 r ⑷< 1. 但是，利用§1的第5目的不等式 3): 

n n 

r ( A ) < maxy ^ gjfc , 我们可以靠近它.于是，< l,fc = 1,2, ， n 就是解决这个 

k j=i j=i n 

问题的一个充分条件.这个条件允许经济学上的关注.实际上，是制造一个单 

j=i 

位巧产品时工厂风要支付的成本.从而，要求 f < 1表示工厂风的工作是有赢 

J = 1 

余的. 

这样一来,我们有 

定理 1如果每个工厂的生产都是有赢余的，那么，计划问题是可解的，而且只 
有一种解决 方式. 

2. 非负矩阵的性质 按照定理1,具有满足条件 (2) 的矩阵 A >0的方程组 (1), X 才 
任意 y 彡0,都有唯一解,也就是 det (五 - A ) _ 0. 现在,要注意,如果 A 彡0且0彡 A < 1, 

那么，矩阵兄4 > 0同样也满足条件 (2), 所以， 

det ( E - AA )^0,0< A < l . 

行列式 det (五-久4)在久 = 0时是正的，而且是对 A 连续的，所以，当 A = 1时,它也是正 
的.也就是说，有 

n 

定理2 i^A = ( a jk ) ^ 0 且 f < 1 对任意 fc = l ,2，...， n 都成立，那么， 

j = l 

dct ( jE / — A ) > 0. 

非负矩阵是博弈论、组合理论、最优化问题、数理经济(线性规划和动态规划)、 
概率论等分支研究以及遗传学中重要的离不开的工具. 




设尸是一个由置换 tt e 对应的矩阵(特别地，可参见 [BA I ] 第2章§3的习题 6.) 
例如，当 n =3 时且 7 T = (12 3) 时,我们有 



显然，9 = P - 1 . 相似变换 A h 同时对矩阵 A e M n ( R ) 的行和列施以 变换. 

定义1设，当 n > 1时，能够找到一个矩阵使得 

„ ! , (Ml Al 2、 

P~ X AP = , 

yo A22 J 

其中 An 和戌 2 都是阶数小于 n 的方阵.那么，称4是个可约化矩阵.如果这样的矩 
阵 P 不存在，则称4是个不可约化矩阵. 

显然,矩阵4 > 0是不可约化的，因为不管对 A 的行或列进行置换,它的角上都不 
会出现零. 

对于非负矩阵,一个基础性的成果是下面的佩龙-弗罗贝尼乌斯 (1907 — 1912) 经 
典定理,它后来被威兰多改进了. 

定理3 iSiA = ( aij ) € M n ( R ) 是任意一个非负的不可约化矩阵，它的特征根 
是 Ao , Ai ， … ， A n _ i •那么 ， 

i ) A 有一个正的特征值 r = r ( A ), 它的代数重数是1; ’ 

ii ) 特征值 r 对应正的特征向量 x : Ax = Ax ; 

一 

iii ) 如果 { Ao ， Ai , …， An } 是所有的模等于 r 的特征根的集合，那么 A : = 6 jr , 0 < 
i < fc - 1,其中心= e 2 ^'/ fc ? 而且在 C 中有 n 个点 A s ，0< s <n — 1,它们对于绕坐标原 

点的多重 27 r / fc 角旋转是不变的； 

iv ) 如果 fc > 1,那么，可以找到置换矩阵 P ， 使得 

( 0 A\2 0 • • • 0 \ 

0 0 ^23 • • • 0 I 

. , 

0 0 0 … Ak~i,k I 

Aki 0 0 … 0 J 

其中 X 7^ +1 阶矩阵而 Afcj 是 nfc x M 阶矩阵； 

v ) 如果至少有1个』•使 a >0，那么 ， fc = 1; 
vi ) 如果能找到 i # j 使得 dijdji >0,那么 ， fc < 2. 

定理3的证明相当长，在这里就不加以推导了. 

3. 随机矩阵我们回顾(见 [BA I ]) 第2章§3的习题 4) 下面的 
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定义2 称矩阵 P = (pd e M n ( R ) 是随机的， 如果 


n 


p > 0,^^ 


1， 


1，2, 


，n 


j=i 


n 


此外，如果^= 1, j = 1,2,…， n , 那么，称矩阵 P 是双随机的 


% — 


置换矩阵就是一种特殊类型的双随机矩阵. 

定理 4非负矩阵 P 具有随机性质，当且仅当 ， Pe = e，e = [1,1,... ,1]. 此外，对 

每个随机矩阵 P 都有 r ( P ) 

证明 如果矩阵 P =(阳)是随机的，那么， 显然 Pe = e ， 所以1是 P 的一个特征 
值.反之,性质 Pe = e 只是 P 的随机性的另一个记法而已. 


n 


其次，对于随机矩阵由 Px = Ax,x 


$ i , … 


,$ n ] 可得= Xxi , 所以, 


只要设 lx 


max { xj }, 我们即可推出不等式 


3=1 


10 彡 n 


n 


n 


A 


^ 〉: Pij \^ j \ ^ 


X 


11] 


X 


3=1 


J_=l 


特别地，当 s 


m 


时，我们就有 


A 


x 




X 


| A | ^ 1 r ( P ) 


□ 


下面的定理建立了随机矩阵与一般非负矩阵的联系. 


定理 5设4是任意一个非负矩阵，正的向量 c 


[ ci , 


， c n ] 是乂的属于特征值 r 


r ( A ) 的一个特征 向量. 再设 C = diag ( ci , … ， c n ). 那么，矩阵 


P 


( Pij ) 


C~ X AC 


r 


必然是随机的. 


证明 根据条件 , Ac = 7 c , 它等价于一组等式 


n 


a ij c j 


rc 


1,2, 


• 争 


，n 


3 


因 为 Pij 


— 1 八一 


7* * fly Cj •，所 


n 


n 




— 1 — 
r q 


a ij °j 


— i — 

r q 


• rci 


□ 


w 

3 


J =1 


R 


容易看岀来,矩阵 P = ( Pij).Q = ( qij)e M n ( R ) 的随机性可导出它们的乘积 PQ 
(巧)的随机性： 


n 


n 


n 


n 


n 


n 




EE Pik Qkj 



Pik 





Pik 


J = 


j=l k=l 


k=l 


3= 


k=l 



特别地,任意随机矩阵的乘幂都必然还是随机矩阵. 

我们在这里没有可能去证明有趣的遍 历性， 即极限 




的存在性, 其中戶 仍然是一个随机矩阵且户 2 = p = pp = pp . 如果尸 是个不可约化 
的随机矩阵,而且有 

A e Spec ( P ), | A | = 1 今 A = 1, 


那么，同样存在极限 


P 


lim P k 


⑶ 


最后，如果 P 是双随机的且 dim Ker(P - E ) 




1. 那么， 



任意一个随机矩阵显然地，都把 ■^个 概率向量：《 = [ xi , ••- , x n ],Xj ^ 0, 
= 1仍然变成一个概率向量.而且，在 P > 0的情形，任意一个概率向量 x 都对 

I 1 一个正的向量 Px . 也就是说，按照这个道理，随机矩阵在概率论中起极重要的作 
用。设给定了某个物理系统 S , 它可以处于 Sl ，…， Sn 中的某一种状态.设系统在离散 
时刻妃 < h < t 2 < ... 观测，而且八= [ Pl ( ffc ), … ， Pn ( h )] 是随机 向量. 其中 ,是 
当 j = 1,2,..- , n;fc = 0,1，2,…时，系统在4时刻处于 状态〜 的绝对概率.现在，再 
设(这个假设是完全可以实现的)，由时刻系统处于％状态过渡到4时刻系统 S 处 
于 &状态 的已知的条件概率是按照概率论规则 



令尸= ( Pij ) ,把此式改写成矩阵 形状 : Pfc = Ppfc - i . 最后，如果系统 S 的初始状态 
是& ，那么 P o 是这样一个列 向量： 它的第 r 个位置是1，其余位置是零.于是 


Pk = P k Po- 

写在这里的过程可称之为以尸为过渡矩阵的齐 次的马尔可夫 D 链 (通常的马尔可 
夫链，条件柯=阳由时刻〜决定).很自然地，要关心序列 { Pfc } 的极限状态, 
也就是实际上的极限⑶. 

~ 1) 安德烈 • 安德烈耶维奇 • 马尔可夫 (1856 — 1922) 是杰出的俄罗斯数学家，彼得堡数学学派 
最著名的代表之一. 
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例过渡矩阵 



对应的基本状态形式“是”，“否”，且在这个过程畸变中转换“是 -> 否”的概率是 p ， 而转 
换“否是”的概率是 g ; 1 - p 就是“是是”的概率，1 - g 就是“否否”的概率. 

记尸 = Q +五,其中 

( —p P 

Q ~Q 

我们就有 Q 2 = —(p + q ) Q - 在这里，0 < p，g < 1，所以 p -\-q = O^P = E , 即为平凡 
情形.故可设 p + g > 0,从而， 



pk 




(Q + 五) 


k 


五+ 


P^Q 


Q 



k 


Q fc = £； + ^(-ir 1 (p + ^ 




k 


J= 


p^q 


Q . 


显然， —1 < 1 n < 1. 当 1 n = ；L 时,我们再次回到平凡的情形 p = E.m 
当 1 — p — g = — 1，艮 [Jp = q = 1 时，因为 


P = 





所以.极限 P °° 是不存在的. 

现在,研究一般情形， 


l<l-p-q<l. 我们有 lim (l-p-q) k = 0,所以， 

k—^oo 


Q 


V 


P 


OO 


lim p 

fc — ►OO 


k 






1 


p^q 


Q 




Q 

( p ^ q ) 


(p + g ) 
V 

( p ^ q ) 


特另! I 地，当 0 < p = g < 1 时，我们有 


lim P k 


2 


2 


k 


oo 


2 


2 


作为结尾，我们应注意. n 阶的半魔幻矩阵的空间 SMa gn ( Q ) 的所有非负矩阵4 = 

(%)(见第1章§1的例8)—^定可以化成双随机矩阵 jP = { pij 、. 事实上 ，= a = 

0 

3 

^ CLij , 1 < ij < n ,0 7 ^ a G Q , 那么，只要令 ~ = 1/ a 就够了.这可以算是定理 5 的 
2个补充说明. 
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§5罗巴切夫斯基几何 

1. 罗巴切夫斯基空间 设7是实数域 R 上的一个 n + 1 维的向量空间, P ( F ) 是 y 生 
成的射影空间.设 g 是 F 上的一个非退化的二次型，它的惯性指标是 n , 而负惯性指数 
为1;/是与#2极的对称双线 性型. 正如我们在第一章就已经知道的，必存在一个基 
底,在这个基底之下, g 取标准形式 


g(X) = -xl +Xi+X2 + -*- + X^. (1) 

我们可以认为对 ( F , g ) 是一个“伪欧几里得”空间(闵可夫斯基空间)，而现在,我们从另 
一个方面靠近这个目标则更为有益. 

设 


X G P(F), X = x 0 e 0 + …+ x n e n , 

则可把町，…，〜看成是这一个点在给定的射影坐标系之下的齐次坐标.用方程 
式 g ( x ) = 0给定射影二次曲面(在 F 中,我们称它是个锥体). 

定义1由条件 g ( x ) < 0,即 


Xl + X2 + • • • + < Xq ⑶ 

给定的集合 A C y (在相对论中的光锥)是锥体的“内部所有的经过坐标原点且处于 
锥体内部的直线对应的集合 


A = p r ov)cP(F), 


就称为是 n 维罗 巴切夫斯基空间. 

事实上, A 整个地包含在由条件 x 0 / 0决定的仿射图 ( E 0 ,%) 之中.这个条件对于 
满足条件 (2) 是必要的.在仿射坐标系之下 

Vi = 而 / 工 0 , ^ = 1 ) 2 , * • • , 72 , 


空间 A 由不等式 


2/1 + 2/2 + * * * + 2/n < 1 ( 2 ’) 

给出.也就是说，％(人)可以画成形如以点軋为中心，以1为半径的 n - 1维的一个开 
球(图 24). 

现在,我们回顾一下, E 0 = e 0 + Fo , 其中 eo 是这个基底的第一个向量,在这个基底 
之下, g ( x ) 形式如 ( 1 ), 而 F 0 是由条件 x 0 = 0 决定的向量的超 平面. 换言之, E 0 是与向量 
空间％相伴的仿射空间.在％上,二次型如 = g k 完全确定，它在基底 ( et ，…，〜)之 
下形如恥 ㈨ =# + ••• + 4 ,并且可由此推出它是正 定的. 在 E 0 上借助恥可以引进欧 
几里得距离函数.这样一来, Eo 就有了欧几里得空间结构. 





现在，我们来推广已有的结 f 并尝试建立与空间 P ( F ) 的仿射图 ( E e ，&) 的每个 
点§ e A 的 联系. 因为 g ( e ) < 0且 G h 所以，可以认为，向量 e 满足正规条件 g ( e ) = 

-1 .令 

14 = {xGF|/(e,x) = 0}, ⑶ 

其中/是与#2极的双线性型.可见, R 是 e 的伪正交补.进而,再设 


E e = e + 14. 

二次型 g e = g | ve 是正定的.实际上,把向量 x e F 记成 x = ae + x ^ x G V G , 并再次利 
用定义式(3)，我们可以看出来 

q(x) = -a 2 + q(x / ) = -a 2 + q e (x’). 

由此可见,二次型％的负惯性指标应该等于零. 

这就是说，04,%)是个带有纯量乘积 ( x /| y /) e 的欧几里得向量空间.这就允许 
把 E e 看成是一个(点的)欧几里得空间.按通常方式定义了映射 


^e ： P(F)\P(F e ) E e , 

% ㈨ 是直线〈 X 〉与 E e 的交点.特别地， 

^e(A) = AflE e . 

♦ 

向量 X ^e + x ', x ' G 14 属于集合 A ， 当且仅当, g ( x ) = ^( x ') - 1 < 0,即< 1•而 

这就意味着，在空间 A 的仿射图 〈 E e , 少 e 〉 上，可画成形如以点 S e 少 e ⑹为中心，以1为 
半径的开的欧几里得球. 
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2. 罗巴切夫斯基空间的运动 伪正交群 O ⑷= 0( n , 1) c GL(V), 或者，同样的 
也就是二次型 g 的自同构群，由如下的满足条件 (4) 的线性算子 j e GL ( F ) 组成， 

g (乂 x ) = g ( x ), Vx G V. (4) 

将⑺和⑷加我们可以看出 ， j ( A ) = A . 研究在满射 tt : GL{V) -> PGL ( F ) 之 
下群 O ⑷的像 _( 见第 5 章, § 3 , 第 6 目） 

0( q ) = = n ( A ) \A e 0( g )|. 

因为 4 ( A ) = A 且 J -x = ^ c , 所以 

A<^xe Axe A^e A . 

也就是说, _ 是 ^ 群 PGL ( F ) 的一个包含人的子群. 

定义 2 称群 O ( g ) 的元素是一个 运动， 而群 O ( g ) 本身是一个 m 维罗巴切夫斯基空 

间 A 的运 动群. 作用在 A 上的群_对应的几何学，即称 为双曲几何学 或者罗 巴切夫 
斯基几何0 

在这个定义中采用的术语“运动”可能令人不太习 惯,. 通常，把它和集合上保持 

某_合度量不变的变换联想到一起.我们的基本在人上导出一个度量，使得 

群_名副 其实. 但是，眼前,我们先停下来研究群_的另外一个性质,它对于几 
何学的含义丰义同样是必要的. 

定理 作用在 A 上是可迁的，也就是说，在罗巴切夫斯基几何学中，所有 
的点都是_同余的. 

证明设 e , §是空间 A 的任意两个点,正如我们已经看到的,不失一般性,可以认 
为， g ( c ) = g ( e ) = -1. 在向量超平面 F c 和 y e 中(见 (3)), 我们选取标准正交基底 ㈨ )， 
( eO , I < i < n (分别相对于纯量乘积 (*|*) c 和 (*|*) e 标准正交).与 g 配极的双线性 
型/在空间 F 的每个基底 ( c , <), ( e , <) 之下的矩阵 F 都有同一种形式 diag (- l , 1,1, “ • ， 1). 
所以，由等式 Ac = e ,^ =屹1 < S 彡 n , g 定的线性算子,显然是二次型 g (或者 /) 的 

自同构，也就是 d G 0( q ). 同时 , A c = Ac = e , 所以， i 是罗巴切夫斯基空间中把 
点 e 变成点§的一个 

再给岀关于群_的某些信息.~ 

定理 2 任意点§ e A 的稳定子群 5^ e . 同构于在仿射图 ( E , 少 e ) 上绕点 6 = t ⑹ 
的旋转群 SO ( n ). 

证明 我们的目的是指明，罗巴切夫斯基空间人中,在点6 e A 处不动的运动 J 必 
然对应 E e 中绕6点的一个旋转,而且,反之亦然. 

1) 为尊崇伟大的俄罗斯几何学家尼古拉 • 伊万诺维奇.罗巴切夫斯基 (1792 — 1856). 他揭示 
并第一个讲述了几何基础 (1829 年). 他的著作《关于几何基础》及其他后继关于罗巴切夫斯基平面 
模型的工作中，已被证明了是独立于欧几里得五公设的. 
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这就是说，设』 • e = e , 即 >le = Ae . 根据条件 g ( e ) = —1. 因为 G 0( q ), 所以， 

^( Ae ) = g ( e ) => A = 士 1. 

不失一般性,我们可以认为 A = 1. 如有必要时可以用来代替乂由 (3) 可得 4(14) = 
V e . 设人 = A \ E ei A ; e = Ae \ v ^ 我们有 

Ae(e + x ’） = e + A ! G yL r (5) 

对任意点土 := x = e + x r G E e , x / € 都成立. 

这样一来，就是 14 上的一个正交线性变换，而人是空间 E e 的绕点匕= e 的一 
个旋转.因为 

x G A => x = //(e + x ’), // 笋0, 

所以，考虑到 (5), 我们就有 

^ e{A - x ) =少 e (^4 x ) = + ^ e x 0 ) 

=e + A ; g x ; = Ae(e + x . ; ) = A (^ e x ), 

就 是说,旋转人就表达了丄人 -> 人在仿射图 ( E e , 少 e ) 的作甩 

照样，如果沁是空间 E e 绕点础旋转，而它的线性部分为那么，由等式 Ae = 
= 泱定的线性算子显然，是保持仿射超平面 E e c y 不变的二 

次型 g 的一个自同构，同时 ,』 G _作用在 A 上刚好与沁作用在 E e 上相对应. □ 

3. 罗巴切夫斯基度置 以下我们在欧几里得空间 Eo = e 0 + W 中，将开球 (2/) 的 
中心点軋固定,并且返回到仿射图 ( Eo ,%) 上來 

引理 1 itai , a 2 G A 且 心笋备 2 . 我们经过少 0 (心) 和少 0 (、) 引一条仿射空间 E 0 的 

直线 L . 

那么， L 与球面 

V 1 ： 2/1 + 2/2 + * * * + 2/n = 1 ⑹ 

相交于两个不同的点. 

证明 直线 L 上的点可以以 0 W 形式给岀，其中 0 是 E 0 的某个点, 0 笋 i 是 F 0 的 
一个向量，而 t 是任意实数(在直线上点的坐 标). 如果， a ' = aiei +…+ a n e n ,p = 
(/? i , …，/? n ), 那么 ，点 — = P +〜的仿射坐标形如队 = tai ， 直线与球面 ( 6 ) 的交点 
可由方程 

n 

at 2 + /3t + 7 = ^2 (恤 + A) 2 — 1=0 

2=1 

得到.二次三项式 at 2 + /% + 7 在纟 2 项带有正系数 a = 在直线 [上 的点％ (^), 

步 0 (、)处取负值,这是因为，对它们而言， 5Z ^ 2 - 1 < 0 . 这就意味着 at 2 +饵+ 7 有 
两个不同的实根. 1 □ 
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设少 0^1), %( s 2 ) 是 L 和球面⑹的交点,选取时按这样的顺序， g | l , 使得在直线上 

点少 0( h ), ^ o ( ai ), ^ 0 ( a 2 ), 少 o ( S 2 ) 的坐标〜按递增的方式(如有需要,可以 把心和备 2 的 
位置互换).我们得到 

_ ■ 

A(ai ? d 2 ) ：= S - |did 2 | = a l9 a 29 b 29 bi 9 (7) 

_ m 

I 

其中，按惯例.是四点的重比(见第 5 章 §3). 我们有& / & 2 ,但是,关系 
式 ⑺当备 1 = 备 2 的时候亦然保持,只要 5.|did2| = l 且 L 是任意的经过少 0( 备 1) 的直线即可. 

弓 I 瑪2如果〜^ «2,那么， A ( di , 02 ) > 1. 

证明可以把经过点知(心)，免 )( 心)的直线 L 看成是射影直线 r 的仿射图.我们 
在 P 上定义另外一个仿射图，把点 h 作为无穷远点.在这个仿射图中，我们选取一个 
坐标系,把点 匕取作 零点,而把 h 取作单位(显然,这意味着,它是第 5 章中重比性质的 
记法中最好的)，于是,依据第 5 章 §3 的公式 (21), 我们得到 = x 是心的 

仿射 坐标. 因为少 o (^) 位于少 0( h ) 和少。 ㈤ 2 ) 之间： 

oo x 1 0 


^ o ( bi ) 少 0( 备 1) 少 0( 备 2) 少0巾2)， 


所以， X>1. 剩下来，只要补充说一句，重比与仿射图的选择无关. □ 

说明由重比的性质,我们有 

" 〜 " 〜 〜-一 1 
ai 9 a 2 ,bi 9 b 2 = ai,a 2? b 29 bi < 1. 

- J L ■ 

定理 3在公式 (7) 中定义的表达式 △(&, 心)相对于罗巴切夫斯基空间的运动是 
不变的，即 

A(^ai,^a 2 ) = A(ai,a 2 ) WAeO{q). 

证明设 』 G 0 { q ). 如果& =备 2 ,那么，扁 i = Ak 2 , 从而 A (心，心） = A (^ ai ,^ a 2 ). 
设心 笋心. 因为心，心， h , S 2 位于空间 P ( F ) 〕 A 的同一条直线 r 上，所以， Ak u 
扁 2 , Ab 2 , 位于同一条直线』 ( P ，) 上. 其次, ^ o ( bi ), ^ 0 ( b 2 ) G S n ~\ 其中俨- 1 是 
方程式⑹决定的球面 • 按照原有的意义, 4把俨- 1 变成自己，因此， ^(^ bO , MAb 2 ) 
就是通过少 0 (^ a !) 和％ (扁 2 ) 的直线与球面 W 1 的交点. 

依据第5章§3的定理4,得到 


^ 〜 
A8Li,AaL2,Ab 2 ,Abi 




备 1 ，备 2 , b2 , bi 




A(a l5 a 2 ). 


⑻ 


剩下来的是要指明 [也 ，扁 2 ,瓜 ，瓜 ] = A (^ a l 5 ^ a 2 ). 而要确信这 一点, 只要把 
^^ o (^ bi ), ^ o (-4 ai ), ^ 0 (^ a 2 ), 少 o ( 也 2 ) 按坐标的递增方式排列在连接它们的仿射 
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直线上.现在假设，如果不是这样，我们可以认定，点少 0 (义 2 ), 企0(扁 2), 

屈^按坐标递增顺序排列起来了.但是,根据引理2,就应该有 

\Adii , Aai2 , Abi, Ab2 = A(^iai,^4a2) > 1, 


从而 

m ■ _ ■ 

Aki^ Ak2, Ab2, Abi = AanAai2, Abi,Ab2 < 1 . 

■ j ^ ■ 

得到的不等式显然与关系式 (8) 和引理 2 矛盾. □ 

定义3把量 

p(ai,a 2 ) = logA(ai,a 2 ) ⑼ 

称为点心, 心 G A 的罗巴切夫斯基距离，其中 A 是由关系式⑺给出的函数. 

对数的底仅仅会影响比例,就不需指明了.由我们在前面已经证明了的关于 △ 的 
事实,可以导出如下的 罗巴切夫斯基 度^的性质： 

i ) p ( J [ ai , ^ a 2 )= p ( ai , a 2 ), VA G O ⑷； 

# # \ f ~ f ~ 

li) p(ai,a 2 ) = p(a 2 ,ai); 

iii ) p ( ai , a 2 ) ^ 0, 而且 〆 ^ ，心） - 0 ^ ai = a 2 ; 

iv ) 如果点心共线，且 ％( 心)位于点 ％( 心)和 ％( 心)之间，那么= 

p(ai,a 2 ) + p(a 2 ,a 3 ). 

为了证明最后的这个断言，需要验证等式 

△( 札心） = △( 心 ，七 ） • A(a 2 ,a 3 ), 

而这可以由重比的定义直接导出来. 

值得注意的是这样一个事实，罗巴切夫斯基空间不是有界的，尽管它可以被“置 
于”球体之中. 

罗巴切夫斯基度量允许在空间人中引进角度的概念.以点& (知是球面⑹的中 
心)为顶点的角同样也要^射图中计算.为了定义以其他任意点6为顶点的角 y 的 
量，我们研究运动 』 e 0(^), 它把以变成知，而且设角 y 的量等于角』 ( y ) 的量(对于 
后面这个量，在罗巴切夫斯基几何和仿射图中是重合的，因为它的顶点是^).这个 
定义与运动 J 的选择无关.实际上，如果有另外某一个 运动沒 使得沒§ =知.那么, 
c = 反4- 1 也是个运动,而且 c~§0 = § 0 . 于是污= c ~ i , 同时，合 （ y )= C ( A ( y )) •根据 
定理 2 , c ~ 可以由仿射图 ( e 0 , 少 0 ) 的欧几里得运动来 实现. 所以，角否 （ y ) 和角』 ( y ) 的 
量在仿射图中是一致的. 

再次设 y 是个以谷为顶点的角,』是任意一个罗巴切夫斯基运动,且 y / = ^( y ). 按 
照定义，角 y / 在 A 中的量等于角 i ( y /) 在仿射图中计算的量(欧几里得量)，其中义是 
把角 y / 的顶点变成知的一个 A 运动.但是,这个时候,运动把§变成‘从而角 y 的 
量等于在仿射图中计算的角(义』 )( y ) 的量. 因为 

{ A f A )( y ) = A f ( A ( y )) = M { Y r ), 
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所以，我们就证明了，在罗巴切夫斯基运动之下角度是不变的. 

在欧几里得空间里，对于具有公共顶点的角成立的命题，在罗巴切夫斯基空间 
中亦然成立.特别地，平角等于 7 T . 如果角和咖处于同一平面，而且具有公共的 
边和,它在砂和扣之间,那么，它们的和等于角加么 

4. 罗巴切夫斯基平面 不难看出， 1 维的罗巴切夫斯基几何与 1 维的欧几里得几 
何是一致的(如果 A 由不等式 x 2 < 1给定,那么，函数 

m = log iz£ 

决定了实直线上的 映射及 同时，人距离变成了欧几里得距离，人运动就是欧几 
里得运动). 

我们可以停下来更方便地研究一下2维罗巴切夫斯基空间.由第4章,我们知道, 
所有的欧几里得平面上以纟为不动点的运动或者是绕点纟旋转一个角度，或者是一条 
经过点纟的直线的反射.相应的术语可以照搬到罗巴切夫斯基平面上. 

下列的命题同样地完全是正确的 

i ) 等腰三角形的两个底角相等，顶角的平分线垂直于底边并且把它分成两半. 

ii ) 检验三角形全等的三个 法则： 按一边及其两个 邻角； 按两边及其 夹角; 按 

三个边. 

iii ) 三角形的外角大于任意一个与其不相邻的内角. 

iv ) 在三角形中，大边对大角. 

v ) 在三角形中，任意一边小于另外两边之和. 

vi ) 由不在直线 LL 的一点 g 可以引出一条到 Z 的垂线，而且是唯一的. 

我们给出最后面的命题的论证.为此，研究5和浓仿射图 ( E e , t ) 上的刻画.为 
了简便起见，有时会省略符号 

直线 〖在 这个图上可表示成圆 A 的弦，而点 g 表示成这个圆的中心纟，如图25,我们 
由6在 Lt 引岀一欧几里得垂线/ I ,而且可以指出，它在罗巴切夫斯基几何学的意义下 
也是垂直的.为此，研究平面人对于/ I 的反射，在图 E e 上它怎样表示成欧几里得反射 
且因此把直线《变成自己.由此可以得到，在罗巴切夫斯基几何中， h ± l . 

垂线的唯 一性, 如同在欧几里得几何中 一样, 可以由命题引推出来. □ 

利用 6), 不难相信,垂线短于斜线,作为习题,我们设想去寻求点 ( a , 6) 到: r 轴的 A ® 
离(在圆 x 2 +沪< 1之内)并写出与 x 轴等距点的几何轨迹的方 程式. 

这样一来,很多2维欧几里得几何学中的定理对于2维的罗巴切夫斯基几何学也 
是对的.但是,在欧几里得平面上,所有的关于图形构形的定理都可以由不多的几个 
几何公理推导出来，这些公理表达了点和直线的最简单的性质(例如，经过任意两点 
必可引出唯一的一条直线，直线上任意三个点必有而且只有一个点位于另外两个点 
之间).可以试着去验证,这些公理中哪些在罗巴切夫斯基几何中仍保持正确.如果 
能够证明，它们所有的都是对的，那么，就可以断言，欧几里得几何学中的所有定理 
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对于罗巴切夫斯基几何学也都是对的，因为这些定理都是公理的逻辑性推论的结论. 
而实际上，罗巴切夫斯基几何学服从欧几里得几何学的所有公理，只排除了一个,就 
是平行公理,它要求,经过直线辨的一点纟最多只能引岀一条与 Z 不相交的直线.但是, 
由图26可以看出，平行公理在罗巴切夫斯基几何学中不成立.罗巴切夫斯基几何的 

存在性和无矛盾性是要证明的，平行公理不能由欧几里得几何学中的原有的公理派 
生出来. 



罗巴切夫斯基几何学中具有本质上非欧几里得内涵的定理是 

定理 4 罗巴切夫斯基平面上三角形的三个内角之和小于 7 T . 

证明 i ) 开始，我们先来研究直角三角形,它位于一个仿射图 ( Eo , ㈣ 上.为简 
便起见(直到本节末)，在 A 中的点和在 A 中的点都用同一个大写的拉丁字母表示，而 
把 A 运动用希腊字母表示.借助于人运动，我们可以使直角处顶点与点 O 重合.这样 
就^三角形 AOR 可以证明，在罗巴切夫斯基几何意义下,每个角和 353( 记 
为 SIS | A ) 都比在仿射图中的度量(记为 S 15| E ) 要小： 

BAO\ a < BAO \ e , OBA\ a < OBA\ e (10) 

我们知道, AOB\ a = a 5 b\ e = tt /2. 由⑼就得到所需要的命题，因为在欧几里得空 
间中三角形的三个内角之和等于 7 T . 

(9) 中的两个不等式的证明是一样的.因而我们只限于证明第一个. 

找一个运动把4变成 O , 并用另外一个运动绕 O 点旋转，使得边 ip (0) &是 
合成的运动)和边 AO 位于同一条直线上. 

进一步的推论将在图27和这一目最初刻画的命题 i ) 一 vi ) 上进行. 

按定义 _ 

BAO\a = ( f ( B ) 0 ( p ( 0 )\ E , 


而且我们只要证明，在仿射欧几里得图形内有不等式就够了.同 
样，这个不等式因为有命题 iv ) 就可以由欧几里得关系式 


0<p(0) = AO, 


( 11 ) 


罗巴切夫斯基几何 
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^p(0)ip{B) < OB (12) 



A 


图27 


线段40和 CV ( O ) = p ^4 MO ) 在罗巴切夫斯基几何中是相等的，因为一个可由 
另外一个经 X 运动^得到.所以,绕 O 旋转 7 T 角应该使 A 和 WO ) 重合.但是,这个旋转就 
是一个欧几里得 运动; 于是就推出了等式 ( 11 ). 

为了证明等式 (12), 利用罗巴切夫斯基距离的性质 


P(0 ， B) = p((p(0) ， cp(B)). 

我们与图27相对应,把欧几里得长度表示成 OB = x , cp ( OMB ) = y y < p (0) C 2 = r •还 

要注意 , OA = 1 ， i = 1，2. 按照罗巴切夫斯基距离的定义 

♦ ♦ 


p(0 9 B) = \og[0,B,D 2 ,D lt 




p ( p (0)， (f(B)) = log [ v ?(0), C 2 ,Ci] 


由此可见， 


r + y l + x 1 + y/r 
- = -- 

r-y l-y 1 - y/r 


1 + x 

r ^〜 =rx ， 


又因为 r < 1, 所以 y < x . 

ii ) 我们利用命题 iii ) 来证明一般情形，由它可以推出，三角形不可能有两个钝角: 
如果在 △ ABC (图 28) 中在 B 两处的顶角都是钝角，那么，在顶角4处的外角就应该 
是锐角，这意味着要违背命题 iii ), 因为它于顶点 B 处的内角. 

现在,设在 AABC 中，在顶点4和5处的内角都是锐角(如果其中之一是直角，则 
定理已证(见前面的 i )). 运用 vi ) 由 C 向边引出一条垂直线 CD (见图 29 ).那么，乃必 


然在 4 和 B 之间.设若4位于 D 与 B 之间，我们就会导出一个事实， AABC 在顶点4的 
外角是个锐角，而在顶点 D 的内角是个直角，这就又与命题 iii ) 相矛盾. 

C 


D A BA D B 

图 28 图 29 

这就是说, D 位于 A 和 B 之间，而三角形 ABC 被分成两个直角三角形 ADC 和 
对它们每一个而言,定理都是已经被证明了的.我们有 

a + /? + A < 7r, 7 + J + 丌 , 

从而 

a + W + W + J + A + MS 2 丌， 

同时,又因为 A = ji = 7 r /2, 所以 




a + (/? + 7) + 6 < tt, 

而这就是本定理的断言. □ 

说明 可以证明，在罗巴切夫斯基平面上,对任意小的 0 < e < tt, 都存在一个三 
角形,其内角之和为已其次,在欧几里得几何中， n 边形的内角之和等于 7 r(n -2) .因 

为以 a 1? a 2 ， … ， a n 为内角的多边形 M 可以被分划成三角形，所以，由定理 4, 在罗巴 
切夫斯基几何中，不等式 

n 

y ^ o；z < 7 r(n - 2) (13) 

i=l 

成立. 

定理 5 设 

n 

v ( M ) := 7 r(n — 2) — a ^. 

i=l 

如果 

M = Mi U M 2 U • • • U M fc , 

其中多边形 M l5 M 2 , … ， M fc 双双均没有公共的内点，那么， 

k 


§5 罗巴切夫斯基几何 
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证明 显然，如果把多边形 M 某一个边上的某一个内点看成是外点，那么，边 
数就增加了一个，而内角就增加了 2 tt , 但 t /( M ) 没有变.从而，可以认为，如果多边 
形风的顶点属于 M ,, 那么，就可以认为这个点是％的一个顶点.于是,任意两个多 
边形 风， 的交集就是连接它们的公共的边.同样，不难看出，可以找到一个多边 
形•使得 ( J 风，仍然是多边形.这就允许我们把证明归结为 A : = 2的情形. 

设多边形的和竭分别有叫和叱条边，其中有 m 条是公共的.这些边是一个接 
一 个的，否则 Mi U M2 就不是多边形了，多边形 M 的边数等于 m + n 2 — 2 m . 多边 
形从和 M 2 的内角之和等于多边形 M 的内角之和再减去 27 r(m - 1). 初等的计算就可 
表明 


v ( M ) = v { M x ) + v ( M 2 ). □ 

函数〃的性质类似于在欧几里得平面上的图形的面积的性质.在罗巴切夫斯基 
平面中，值〃 ( M ) 可以按定义看成是多边形 M 的面积. 

我们来推导一个独特的关于判别三角形全等的准则. 

定理 6 在罗巴切夫斯基平面上，如果三角形的所有的角都对应地等于三 
角形，斤以的角，那么，这两个三角形全等. 

证明 罗巴切夫斯基平面上的运动可以把三角形的顶点 W 与4重合，且 
进而使得边义衩沿着走，而边沿 AC 走(图 30). 边和不可能相交，否 
则就将与断言 3) 相矛盾. 

于是，这两个三角形必然有一个整个地位于另一个三角形的内部(图 31). 我们 
用 M 代表补余的四 边形. 因为在和中内角之和相等,所以，由定理5推 
出 < M ) = 0,但这与不等式( I 2 ) 矛盾. 剩下的唯一的可能就是 ABC 和重合 .口 



A=A 9 B B ， A=A 9 B ， B 

图 30 图 31 


有用的资料 

[1] M . P . 沙法列维奇的讲义记录稿. 20世纪60年代. 

[2] 9. B . 宾别 尔哥. 线性代数与几何.莫斯科大学出版， 1966. 

[3] B . B . 尼库林， M . P . 沙法列维奇.群与几何.科学出版社， 1983. 

在书 [3] 的第 IV 章不仅对罗巴切夫斯基平面(在它的另外一种模型中)，而且对几何学的一般观 
点都会得到基础性的认知. 
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§6有待解决的问题 

1. 施特拉辛问题正如在高斯量为匕的情形(见 [BA I ]第1 章§3的注记 2) —样， 
对于大阶数 n 的两个方阵的乘积,其必要的运算量的估计是有重要意义的.因为数的 
乘法比加法要花费更多的力气，所以在进行必要的机时先验估计的时候，大多数的 
值与乘法运算的数量有关. 

可以直接看出来,两个 n x n 阶矩阵的乘法需要做矩阵系数的 n 3 个乘法运 
算和 n 2 (n - 1) 个加法.从 n = 2开始： 

/A J 5\ _ faA + bB aB + bD \ 

+ cB + dD )' 


由等式 


aA + bC = ( a - d)(A - D ) + ( b - d)(C + D ) + d(A + C ) + (a — b ) D ， 


clB - f - bD = — (o — b)D -\- + Z )), 

cA + dC = (c — d)A + d(A + C), 

cB + dD = (a — d)(A — D) - (a — c)(A + J 5) + a(B + D ) - (c - d)A 

可以看出,对于带有任意系数(它们本身也可能就是矩阵)的 2 x 2阶矩阵的相乘,只要 
依赖更多的18次加法(代替原有的4次)，则7次乘法就足够了(代替原有的8次).把这 
个方法用到 n = 2 fc 阶的矩阵上，并把它写成四个妒- 1 x 2&- 1 的小块,且简单地对 fc 用 
归纳法,就不难相信,它们可以相乘,且可用#次乘法和 6(7 fc -4 fc ) 次加法 完成. 现在, 
设 n 是任意一个大自然数.用数字0把 n 阶矩阵扩充成一个 2 fc 阶的矩阵，可以相信,对 
于它们的乘法，运算 Oh 1 。® 27 ) = 0( n 2 , 81 ) 次就足够了(施特拉辛 )( V . Strassen , 1969). 

最近 ( Coppersmith - Winograd , 1982) 证明了，只要 0( n 2 , 5 G ) 次就 够了. 剩下的是下 

面的一个未解决的问题： 

猜想 存在这样的算法,对于大自然数 n , 它能保障 n x n 阶矩阵的乘积经 0( n 2 + e ) 
次运算实现,其中 di 充分小的实数. 

2. 正交分解 设£是所有迹为0的 n 阶复矩阵的向量 空间： 

C=(Ae M n ( C ) I trA = 0). 

对于换位运算 


[ A , B ] = AB - BA , 

空间 £ 是个李代数叫 n , C ) (或 者,简单地说,型李代数),在£上定义非退化的纯量 
乘积 


( A \ B ) = tr AB , 
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它具有结合性(见第6章§2的⑺ 式)： 

([ A , B ]\ C ) = ( A \[ B , C ]). 

容易验证,在所有的对角矩阵构成£的子空间 

Wo = 〈 diag% ， … • ， A n ) Ai = 0 〉 

上的限制 04| B )| % 是非退化的.对于它的任意一个共轭子代数(李代数理论中说是 
嘉当子代数 W ). 

H = X ^ HqX , detX^O 

也是一样的,可以证明，作为向量空间，£可以分解成嘉当子代数的直和 

£ = Wo ㊉ Wi ㊉…㊉ W n , (1) 

其中 

Hi= X^HoXi, 

不是用适当的方法得到的所有的非退化矩阵.现在,提出如下的 

问题 能否找到那样的配极矩阵 U 吏得分解式⑴中的子空间％是两两正 
交的？ 

如果能够如此，那么，就称这是李代数£的一个正 交分解 (简记为 OP ). 从有限群 
分解的整格等等的观点来看, OP 的存在性是很吸引人的(见关于这方面的 书籍： A . I . 

Kostrikin (即本书的作者)， Pham Huu Tiep . Orthogonal Decompositious and Integral 
Lattices , BerLin-New York : Walter de Gruyter , 1994). 

猜想 李代数 £ = M ( n , C ) 的 OP 存在的充要条件是 n 为某个素数 p 的方赛, 
即 n = ••’ 

猜想的一个方面已经被证 明了： 对任意 的71 =沪， OP 是可以建立起来的，剩下 
的是要证明 ， n #沪就不能建立 OP . 显然 ， n = 6是最小的这样的数.对它，猜想或 
者可证明或者被推翻.换言之，在 s 【(6, C ) 中存在7个两两正交的5维子空间 Wi 满足条 
件 (1) 吗?要回答这个看起来好像十分具体的问题,迄今为止，尚未可能实现. 

3. 有限射影平面 将第5章的§3加以扩展,我们称点和可分离的子集，即满足下 
列公理的直线的集合 n 是一 个射影 平面： 

P 1 任意两个不同的点必然属于而且只能属于一条直线； 

P 2 任意两条不同的直线必然包含而且只能包含一个公共点； 

P 3 存在四个点，它们之中的任意三个点都不在同一条直线上. 

下列定理成立 

定理 1 设整数 n > 2 已经给定.在投影平面 II 上，下列性质 等价： 
i ) 有某条直线刚好由 n + 1 个点组成； 




.300 • 


第 7 章附 录 


ii ) 有某个点刚好属于 n + 1 条不同的直线； 

iii ) 每一条直线刚好都由 n + 1个点组成； 

iv ) 每个点都刚好属于 n + 1个不同的直线； 

v ) II 包含 n 2 + n + 1个点； 

vi ) II 包含 n 2 + n + 1 条直线. 

证明，比如，可以从下面这本书摘取 ： The Theory of Group , Marshall . Hall . Jr . 
New York . The Macmillan Company , 1959 (俄译本 ： TeopHH rpynn , Xojui . M , M .: 
MJI , 1962). 

定义在|11|=^ + /1+1的情形，称射影平面是71阶的. 

在 [BA m ] 中将判明，对任意的素数2?和任意的自然数 fc 都存在一^域 F g = Gi ^), 它 
含有 g 个元素(当 fc = 1时，我们已知).如果 y 是仏上的3维向量空间，那么 F ， 2 = 

P ⑺是个 g 阶的射影平面的德萨格空间(见 [2]). —般说来，当 fc > 1时, g 阶的非德萨格 
射影平面也是存在的.但是(这本身也是很著名的)，到目前为止,还未能建立一个阶 
数 n # 的射影 平面. 

猜想 任意有限的射影平面的阶数都应当是某个素数 p 的方幂. 

按着这个猜想本身的叙述容易令人想起第2目的那个猜想，以及实际上存在怎样 
的暗藏着的类似结果.但是,射影平面问题提出来更为久远,然而成果却是相当地微 
不足道. 

我们引进一个有趣的算术特征的结果 ( Bruck , Ryser ): 如果 II 是个 n 阶射影平面, 

而 n 三 l ,2 (mod 4), 那么 ， n = a 2 + 6 2 是两个整数的平方和. 

比方说 , n = 6就不能被表达成两个整数的平方和,所以，就不可能是某个射影平 
面的阶数.长期以来,关于建立 10 = 3 2 + I 2 阶的射影平面的问题,变成了一个有待解 
决的问题.仅在电子计算机“ Kpe 如”上粗略估计,经过整整 700 小时过程才得到了结 
论,不存在那样的射影平面. 

沿同样的道路走下去还是没有可能.对于 n > 10的猜想依然没能得到证明. 

4. 空间的基底与拉丁方 在理解了第一章的水平上可以叙述如 下的： 

猜想1 ( Rota ，1989) 设 F 是任意一个无限域 fc 上的一个 n 维向量空间.再设丑 i , 
B 2 , … ， B n 是空间 F 的某一类共计 n 个基底. 

那么，可以把每一个基底中的向量调整顺序，比方说， 已经变成 Bi = ( b 山 b i2 , …, 
bin ), 使得向量组 Cj = ( bij , b 2 j , • • • , b nj ), 1 O 彡 n , 也都是 V 的基底. 

换言之，经过适当的调整以后，使得 B = ( bj 的每一横行的元素构成一个基底, 
每一个纵列的元素也构成一个基底.当 n = 3 时，这是小孩子们的一个练习题.而对 
于任意 n 的猜想.它与不变性理论有关,现在仍然未被证明.在这中间，已经确立了, 
对于任意偶数的情形，猜想1可以由下面的猜想2推导出来，而猜想2与另一个古老的 
组合课题有关系. 

称用 n 个符号，比方说，整数0, 1，…， n - 1, 填满的 n x n 平方表 L (或者矩阵)是 
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一个拉丁方,如果,在它的每一行上的元素都是不同的，同时每列上的各元素也是不 
同的.对应于给定一行或者给定一列，对应的集合 {0, 1 ，…， n - 1} 上的这个置换的 
符号就说是拉丁方 L 的这一行或者这一列的符号.所有的这 2 n 个行的符号和列的符 
号的乘积被称为是拉丁方 L 的符号, 记为 e ( L ). 按定义， 当啦） =+1时,称 L 是偶哇, 
当 e ( L ) = -1 时,称 L 是奇的. 当 n 为奇数时, n 阶的偶拉丁方的个数与 n 阶奇拉丁方尚 
个数是一样的.但,即使是 n = 2, 4, 6,这个事实都不对. 

猜想 2 ( Alon - Tarsi , 1986) 设 n 是个偶自 然数. 那么，乙 e { L ) # 0, 其中的求和取 
遍所有的 n 阶拉丁方. 

前不久，彻底证明了，如果 n = p +1, 其中 P 是个奇素数，那么，猜想2是正确 

的 [Drisko A . A // Advances in Math . — 1997. — No . 128 — P . 20 — 35], 从而对任意 n = 

P +1, 猜想1是正确的，可以把这个结果推广到一般的 n =/ + 1的情形吗？ 
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数码 p , q , r 是指第口章纟。的习题 r . 

1.2.9 dim Mag 3 ( Q )=3, dim Mag 4 ( Q ) = 8. 

1.2.10 直接验证,对任意的半幻矩阵 4 都有 = a ( A)S = AS . 此外，对任意 
指数 m 彡1都有= n^S . 

现在，设 Mag〖（Q )( 相应地 SMag = (Q )) 是所有的迹为零的幻方矩阵(相应地半 
幻矩阵)的集合,那么 

Mag n ( Q ) = Mag 2( Q ) ㊉ ⑽ SMag n ( Q ) = SMag 2( Q) ㊉ QS (*) 

(只要注意到这样事实就够了，即 tr (A - ltT ( A ) S ^ =0). 

欺 ’几 

dimMag °( Q ) ^ dimSMag ^( Q ) - 2, 

因为幻方的空间是由半幻方再附加两个限制后得到的，更准确些， 

SMag ^( Q ) = Mag °( Q) ㊉ Q 五 ㊉ QD . (**) 

实际上，我们设,有关系式 A + A 五+ = 0 ,其中 A , / xgQ , Ag Mag °( Q ). 用*5乘 
它就得到 (A + / x ) aS = 0 , 从而 A + /x = 0 . 而同样地，由迹,我们又得到 nA + /xtr D = 0. 
必有结论 A = // = 0 . 

剩下来只需将等式(*)和(**)加以 对照. 

1.2.11 提示考察由子空间％的直和到空间 F 的一个 fc -1 分量的直和上的映 
射，即 


(VI， • • . ， Vfc) 4 (Vi — V2, V2 — V3, … ， Vfc_i — Vfc). 
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所有的％的交集是这个映射的核,它的维数不小于 dim Fi + .-. + dim V k -(k-l)n. 

1.4.3 —1/2 < A < 1,/x < -2. 

1.4.4 Z! = xxyi + x 2 2/3 + 吻妁，勿 = + x 2 yi + x 3 y 3 , xiys + 奶奶 + x 3 y[ 

2.1.3 显然. 

2.2.7 设 dim Im A i_1 = k + l , 且 

ImA 1-1 = <^ _1 ei, ••- - ，乂 i_1 e fc + z 〉， 

其中〈 , A^ek ) = Im A 1 - 1 n Ker ^ , 这样一来， 


V = (ei ••- , efc ； efc+i ••• , efc+z; e^+z+i ， …， e n 〉 ， 

〈 efc+z+i，•. • ， e n 〉= Ker ^ 

〈 ei，• • • ,efc;efc+/+i，•. • ,e n 〉= Ker A 1 . 


我们有 

dim Ker A 1 = n — l, dim Ker A l ~ x = n — k — l, 
dim (Im / 一 1 fi Ker A) = k = (n - l) - (n - k - l). 


2.2.8 据条件 , 4 = C~ l BC , 其中 C € M n ( C ). 需要证明,在方程式 
的解 X = c 中间能找到一个实矩阵解 D . 我们设这个方程式的解在复数域 C 上构 


成一个向量空间 W 


它的基底是 Ci , …， C m . 把 Cj 表达成 Cj 


Gj 



iHj 的形 


式， Gj,Hj e M n ( R ) • 可以相信 ， GjA = BGjKHjA = BHj , 也就是说，允许向 
量空间 W 有实的基底(仏, …， D m )( 它可由 G l 5 …， G m; H ir .. , H m 中选择出来). 
设/ 


(h，• •.，t 


det(tiDi 


擊 ## 


… ，H 

+ t m D m ) 是 m 个变元的实多项式，按条件，它在 


域 C 上不恒等于零,于是它在实数域 R 上也不恒等于零.这意味着,这个矩阵方程有 
非退化的实数解作 A +…+ t° m D m . 

2.2.9 (1) 是显 然的. 一 


(2) 当71 = dim # F = 1时,命题是真的.我们对 n 用归纳法,设 W 是 F 的任意一 
个超平面,那么 F = ( W , e )^. 按归纳法假定,存在一个向量 w € W 使得 
^ aA^W = 0 ? 我们设 


fk{p) — /AA ， yv+fce ⑴， fc == 0, 1， • • • 

依据 1), f k (t) 应整除⑴.但是，这种因式只有有限个，所以必有一对指标 i , j , 
i ^ j 使得 fi(t) = fj(t) ：= f(t) (域只是无穷的)•即 

/(^4)(w + ie) = 0 = /(^l)(w +je). 

从而 /(*A)w = 0 = f(A)e , 同时 a = w + ie 或者 a = w + je 即为所求. 

2.2.10 (1) 显然， 


^)^w + UDW 1 -^( unv 1 ) = Vi . 
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进一步, V 2 (w + U ) = W 2 + V 2 { U ) = v 2 . 所以 ， v = w + u . 

(2) 按条件 ， veV ^>v = w + u , w g W , u e U . 这意味着 ， v = [ Pi ( W ) + 
V 2{ W )] + [^ i ( u ) + : P 2 ( u )] = [ Pi ( w ) + Pi ( v )] + [ P2 ( w ) + P2 ( u )]. 如果 v € K ，那 
么 P2 ( w ) + p 2 ( u ) = 0. 但是，据条件 P 2 ( t /) A Wi = 0. 所以， p 2 ( w ) - 0 = P 2 ( u ), 从 

而, v 1 = w 1 ^{ u ^ x ). 把巧作用到 y = W 上,我们得到％ = W 2 + V 2 ( U ), 也 

就是,分解式 (*) 成立. 

最后 ， w 6 w n 今7^2 ( w ) g P2 ( w ^) n P2W ) = n V2 ( U ) = 0 w g w ± 

且 w e M n t / ，也就是 W n t / = 爪 n t /. 

2.2.11 线性算子 4 trA = 0,对应矩阵 A 同时,设7 =〈 ei ，…, ej •问 

题归结为,构造某一个基底 ( ei ,… ，4), 在这个基底之下,算子4对应的矩阵义满足 
所需的要求. 

如果4 = AS ,那么 ， tr 4 = nA 且 A = 0 . 如果4 # AS ,那么，必然可以找到两 

个线性无关的向量<=扁 i . 这就给出了算子4的矩阵的左上角为零的可能性. 
设，已经构造出线性无关的向量…,相对于它们， g/ u = ••- = a f kk = 0. 现在, 
我们取 e 〖 +1 ^ V k , V k = ( ei ， •• - , e f k ) , 使得 e 〖 +2 := Ae f k+1 不属于〈\4,6〖 +1 〉.这样，我 

们就在对角线上又得到一个零.如果这样做是不可能的,那就会出现这样的情形，只 
要 x 0 T 4 就必有血 e T 4. 如果对任意 x 0 T 4 都有血 e T 4 ,那么，由…％扩展 
成的空间乂的任意一个基底都即为所要找到的基底.现在,设 dx = A # + …，其中 
省略处是一个 T 4 中的向量.如果对任意 x iV k ,K = \ 那么，又有 tr j = (n — fc)A = 
0 今 A = 0，就证完了.如果对某一对 u , v 关 R 有 w 4 u = Au , w 4 v = " V , A _ 那 
么，我们设，比方说 < +1 = u + v , e f k+2 = A(u + v ) = Au + /xv . 这就给出在对角线 
上再增加一个零的可能性.显然,可以用归纳法完成推理. 

2.2.12 是的，存在.如果，比方说 n = p 且乂 = 五，那么 tr A = 0 , 而所有的相 

似矩阵都与4重合. 

2.3.2 对矩阵五小我 们设乃 = V ( Eu ). 于是 

PiPj = V(Eu)V{Ejj) = V(EuEjj) = V(5ijEu) = 5ijPi, 

也就是说, Pir -, Pn 是等方矩阵的正交系.在向量空间 F 的一个基底之下把 n x n 
矩阵与算子等同起来,对于单位矩阵五,我们有 

: d (五) ㊉… ' 

从而 , rank p i = rank V ( E ) . 如果对所有的 i , 都有巧# 0 ,那么，可由此推出, 
rank P , = /我们当然期待是这样的.实际上，在相反的情形，对某个 i 有乃= 0,那么, 

Pj = ^{EjiEuEij) = V(Eji)Pif(Eij) = 0, Vj, 

所以， V ( E ) = ZPi = 0. 但是在这个情形 P ( X ) = V ( EX ) = V ( E ) f ( X ) = 0 对任意 
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一 个矩阵 X 都成立,这是一个矛盾,我们就得出结论, V(E) 
得出， T>(E) = E. 


n . 再由 P (^) 2 


網 


其次 , dim P X V 


l^PxV 


2 < i < n 的列向量 .因为 


〈4⑴〉.设4 ⑷是 F 
SjkEu , 所以， 


f 中形如 4 ⑷ 




Vf^A ⑻ 


ViE ^ ViE ^ A ^ 


V ( EijEki ) 


S jk A ^. 


(*) 


特别地， V(E U )A^ 




W 1 ) 且 PM ⑷ 


^PiV 


〈 A ⑷〉, 


• 这样一来， A ⑷# 0 且 A ⑷ e 巧 y ，也就 


^ i ^ n ; 


V 


m ⑴， •••， A ( n )〉 •设乂 


阶矩阵(列向量排成行).按定义 , rank A 


(乂以）, •. • , A ( n )) 是 n x n 


= n. 


按照 (*) 


nEiM 


( 0 , 


• ♦ 


• , A...，0) 


AEij 5 


而且，这意味着， V(X)A 


AX. 令 C 


A 


• 我们有 P ( X ) 




C^XC 




fc(X) 


2-3-3 按定义 


□ 


A P V = A P+1 V = … = A 2p V = A P { A P V ), 

从而 ， Im ， n Ker A = 0 , 再加上 §1 的定理 4 , 就得到直和 y = Ker A ㊉ Im 東两 
个加项对于 4 的不变性是显然的且从前已经指出过了. 

m 

2.3.5 首一多项式 /⑷= p + eC [^] 对应一个复共轭多项式;= 

m i=1 

tm + E - 由条件推知， XA ( t ) = f ( t ) f ( t ) 是两个首一的互素的复共轭的多项 

i=l 

式的乘积.从而有互素的实多项式 p ⑷， g ⑷使得 XA = p 2 + f • 我们就能找到 r ⑷， 

s(t) G R [ t ] 使得 pr — qs = 1 , 我们再设分 = ps + qr , /i = r 2 + s 2 , 贝 ！ J 

l + g 2 = {pr- qs ) 2 + (ps + qr ) 2 = (r 2 + s 2 )(p 2 + q 2 ) = h(t) X A(t). 

剩下来就是规定万 = g ( A ). . 

2 . 3 . 6 如果矩阵 A B 中有一个是非退化的，那么,一切都对了.比方说, Xab(A ) = 
det(AB - XE ) = detiA-^AB - \ E ) A ) = det{BA - \ E ) = X ba . 因为 A 多项式对矩 

阵 A B 的系数是连续的,所以,上面的等式对退化矩阵也成立. 

2.3.7 把矩阵 B 化成对角形式. 

2 . 3 . 8 可以把矩阵 A e M n ( Q ) 解释成为坐标空间 Qn 上的一个线性算子，它是 
半幻的，当且仅当，列向量 e ••= [1, 1,…， 1] 是4和 M 的一个特征向量(对于同一 
个特征值入= a ( A ) = a ^ A ) ). 这就表明， A , B e SMag n (Q) 今 ( AB)e = A ( Be ) = 
a ( B)Ae = a ( A ) a ( B)e ； t ( AB)e B { l Ae ) = cr { A )( j ( B)e ^ AB e SMag n (Q). 

2 . 3 . 9 当 n = 1 时命题 为真. 然后,对 n 用归 纳法. 设 n 是使得命题不真的最小 
阶数，也就是，对于某个 n x n 阶矩阵 A = ( % ) , *5(^4) 中的所有矩阵都具有一个特征 
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值 1. 换句话说，任意矩阵乃= diag (0 i ,... A )， 叭=±1，都对应一个列向量 x _ 0, 
SlDAx . = x , 或者，也就是 (A - D)x = 0. 我们将其化成关系式 

dd . •，0 n ) = det(A - diagWi ，…， 0 n )) = o 

对= 1，…， n 的 2" 种选择都成立.按行列式的第1列展开，我们得到表达式 

d (9 i , • • • , 0 n ) = (an — 9 i ) d *(02, • • • ? 0 n ) + 不含的项 • （*) 

按归纳法假设 ， n - 1阶行列式 d *(0 2 , •••，‘） 必可选出在的，…，杷处不为零.这时， 
由 

••- , e ° n ) = 0 = d (— 1 ，的，…，把） 

和 (*) 即可推出 

(an — l)d* (的 ，… ，把 ) = (an + l)d* (的 ，…， 把)， 

从而 an — 1 = an + 1，这是一*个矛盾，因为 char 只_ 2 • 

2.3.10 蕴含式的一个方向可由第1目中关于投影的结果得到.现在，我们设， 

rank A = r , rank (£ — A ) = n — r . 于是 V =〈 ei ， • • • ， e r ; e r + i ， …， e n 〉 ， 向量 Zei ， …， 

Ae r 线性无关，且 Ze r +i = ••- = Ae n = 0 . 因为 ( f — Z )〈 e ^+ i ， …， e n 〉=〈 e r + i ， …， e n 〉 

且 rank (£ — ^4) = n — r ， 所以 

— 乂) 〈 ei ， • • • ， e ”〉 Q 〈 e ^+ i ， • • • ， e ^〉 • 

如果 (f — A)ei = a r + ie r +i + … + a n e n , 那么，只要令 

e • = - a r + ie r+ i - a n e n , i ^ r ; e [ = r + 1 ^ ^ n , 

我们就有 Ze ; = Zei 而且 

(£ — Z ) e ; = 0 ， i ^ r ; (£ — ^4) e ; = e ;, r + 1 彡 i 彡 n . 

A 

< 

9 

t ♦ 

这意味着， Z 和 6 - 乂都是投影且乂 2 = Z • 

2.4.1 矩阵 A 可写成 A = (m + 1) 五 — S 且 

det A = ( m -\- l) n_1 (m + 1 — n ). 

2.4.2 分别是 Ai ， 乂2, 山和 乂3. 

2.4.3 (1)<7 (^4.) = «/2(3)+</ i (3)+ Ji (3)+<7 i (—2); 

(2) 是，当秩为1或秩为 4 的 时候； 否，当秩为3的 时候. 

2.4.4 ( l ) X A ( t ) = X B ( t ) = (t — 4 ) 2 (t — 2); 

⑵ / xa ⑷ = — 4 )(t — 2); XB ( t ) = — 4 ) 2 (t — 2); 
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(3) J ( A )= diag (2,4,4), J ( B ) = Ji (2)+ J 2 (4). 

2.4.5 研究域只的包含矩阵 A 的所有特征根的扩张域灵则更为方便(当然，只= 
C ^ I = C ). 定理 4 允许将 A 化成三角形，又因为 tr = tY { C ~ l AC) k ,所以，从一开 

始就可以认为 A 是个以 Ao, …， An-1 为特征根的上三角形矩阵.设 Ao, 心 ，…， A p 是所 
有的两两不同的特征根，它们的重数分别是 n 0 > 0 ， rn > 1，…，> 1且= n . 
对于方幂，其特征根就是 A §， …， A 纟，所以，按条件 


几 1 入 t + …+ TipXp =0， fc = 1 ， 2,… ， p. 

当 P > 1时，我们得到一个齐次线性方程组，它的行列式是个非零的范德蒙德行列 

式. 从而 ， m = ... = = 0 ,矛盾.这样 一来， Ao = 0就是唯——个 n 重的特征根， 

XA ⑷ = 0 ， 也就是= 0 • 反命题是显 然的. 

2.4.6 先设 A 是个 m 阶的若尔当小块.那么，可以直接验证， n - 1 AU m =^ A . 其 

中 n m = ||^ m +1 _, r 是个次对角线上元素为1而其余所有元素均为零的矩阵.如 
果 a 是若尔当块的直和,那么，采用 n m 型矩阵的直和即可. 

2.4.7 不失一般性，可以认为 A 已经化成的若尔当标准形 ， A = J ( A ). 关系 

式 f = 五当且仅当 々( A ) = E m . 对于 J ( A ) 上的每个若尔当块 J m ( A ) 都成立.但这 
只有 m = 1时才能成立.这样 一来， 

F = J (^), A N = E=^A = dmg ( X ir - , A n )，Af = 1. 

2.4.8 先设 4 是个迹为零的 3 x 3 阶幻方 矩阵. 因为 ， tv A = 0=> a ( A ) = 0,所 

以，利用习题 I . 2 . 9 中的矩阵&我们可以得到 AS = a ( A)S = 0 =>det A = 0 (反之 

则 5 = A ~ 1 ( AS )=0, 矛盾).按哈密顿-凯莱定理，我们有 A 3 = AA ,对某个 A e Q ,因 

为，#是个幻方矩阵，在这种情形，= X ^-^/^ A 也是个幻方矩阵 ， m = 2 fc+l > 3. 

现在，如果4是任意一个3 x 3阶的幻方矩阵.那么 4) ： = A - ( l /3 )(tr A)S ^ 

是个幻方矩阵，且 tr A o =0 . 由此可见, € Mag 3 ( Q ) ,对任意的奇数 m > 1 .但 

是= A 0 S = a ( A 0 ) = 0 ,所以 


A 771 = ( A。 + g(tr A)*? 


+ f-tr AJ S m e Mag 3 ( Q ). 


2.4.10 s ( t ) 




( t 2 


2 ifit + A / x ) / (A 


")， n ⑷ 




(t 


A)(t 


2.4.11 设 x 崩 


p 


")/(A — A) 




Hd )' 当时，乂一\，且5^ 


rii 


依据定理 3 


i —1 


% 


我们有根子空间的直和分解 f 


p 


㊉ 

i=l 


V ( Xi ) . 我们设，对任意 x e V ( Ai )， S 







A 


S , 如果 A 是算子 4 在若尔当基底之下对应的矩阵，那么，相应地 


S = 4- • • • 4- X p E np , N = A — S = N ni 4 ■… 4- N Up , 

其中 iV ni 是若尔当块 J fc (0), K^m 的直和 ，勸 E ni N ni = N ni E ni , 所以 SiV = 见 S . 
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根据中国剩余定理(信以为真或到 [ba m ] 看看)，可得到一个复多项式/⑷使得 


/⑷ —Xi = (t — Xi) nt hi(t) ， hi(t) G C[t], i = 1, … ， p, 

现在,如果 w 是 F ( Ai ) 的任意一个向量，那么 

t 

W = Xi ( 乂 ) /i(M)v, Xi(t) = Xj 、 nj ， 


从而， ( f ( A ) - Ai)w = XAAfi ( A ) hi ( A )\- = 0 , 即，可以令 *5 = f ( A ), N = A - f ( A ). 

显然，可以认为 deg / ⑷ < n . 


2.4.12 





0 



2.4.13 根据哈密顿-凯莱定理(同样可见 [BA I ] 的第二章末尾的习题 14), 2 x 2 
阶矩阵 [ x , y ] = xy - yx 满足关系式 [ x , r ] 2 = \ e , \ = - det [ x , Y ]. 从而,正如我 

们已知的， tr [ X , y ]=0. 因为[五, Z ]=0, 所以， [[ X , y ] 2 , z ] =0. 

3.1.1 (1) ( t 2 - 1/3). 

3.1.2 (1) cos a = 3/\/ l 0； 

(2) z 丄 x z =^ Zl z 3 = 0, z = [ zi , z 2 , z 3 ). 

3.1.3 设 ( e l 5 … •， e n ) 是 n 维向量空间 y 的一个标准正交基底.若向量组 h ，…， 
a n ) 可表成= f^sukei ,那么，当矩阵 A =( 叫）非退化时,这个向量组也是 V 的一 

个基底.遵照定 K 将它们施以正交化过程,我们就得到一个标准正交基底 ㈨ ,•••，<) 
其中< = jy kj 〜 c r kj ^ 0；转换矩阵 c =(《）是上三角形矩阵.它的逆矩 

阵 c = ( C / f 11 。 ( c kj ) 同样也是个上三角形矩阵.我们有 

e ’j = E E a ikC f kj Je ^ = bjjej . 

k i \ k / i 

作为一个从一个标准正交基底巧向另一个标准正交基底< 的转换矩阵，矩阵 B = 
( bij ) 是正交矩阵.这样一来 , B = AC f ^ AC - 1 ,A = BC . 

3.1.4 矩阵(五士 A ) 土 1 ，乂土是可交 换的. 所以 


l K = f (E - A )- 1 - \E + A ) = (E + M ) 

= ( E - A -^ E -^ A - 1 ) = (E — A - x ) A~ l - A(E + A ~ l ) 
=( A ( E - A-^-^E + A ) = ( A - E^iE + A ) = - K . 
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tA=t (E - K)~ U (E + K) = ( 五 」 + t K) = {E + K)- X {E - K) = A -1 . 

还要注 意到， det (五 - A ) = 0 ^ 对任意 0 ^xG M n (R) 都有 (E - A)x = 0 . 
3.1.5 由 (18) 推出 

det A = det(E - K)~ x det(E + K) = (det(E - K))- 1 det^E^-K) 

=(det(_E — K))~ l det(.E + t K) = (det(_E — K) -1 ) det(E — K) = 1. 

类似地,我们进入 (19) 情形. 

3.1.6 由正交矩阵 A 的定义得到，# ㈧ = 0 ,所以，又有 #(1/ A ) = 0 ,这是 
因为 1 /A = A /( AA ) = A ,而#⑷是实多 项式. 可见，多项式/⑷：= t n ( j ) A ( l / t ) 
和#⑷具有相同的根，且重数也一样.剩下来只需补充，0以0) = 士1 ，所以多项 
式/⑷和 (/ u ⑷的最高系数只差一个符号. 

3.1.7 化成空间!^的标准正交基底 

(4(1)/114(1)11，… ^ A ( n )/\\ A ( n )\\) 

3.1.8 由( X ⑷）得到空间 IET 的一个正交基底(％))，比较||%)||和||；^)||，行列 
式 det[y ⑴， … ， y( n )] 和 det^^) ， … ， X( n )] ,再利用前面的练 习题. 

3.2.1 不是，只要取矩阵 



为例，我们有 M A = E , det A = 1 ,也就是 A e SCO ( n ) , 但 U • A + E 、 所以, 

Ai U ( n ). 

3.3.1 不失一般性，可以认为酉矩阵 A e SU ( n ) 有对角形式 


A 


diag(Ao, Ai, • • • ， A n _i), Aq = Ai … A n _i 


• •鲁 


当 n > 2 时，酉矩阵对子 



X = 



0 

0 

0 





gl^gl^ — 1 . 


是方程式 = 乂的一个解. 

可以直接验证，地= A fc A fc+ i • • • A n _x 是个完全渐近值.当 n = 2时,我们有 


A = 
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其中 A = e ' a = e —- 0 )/ 2 . 

3.3.2 设 XnW = X j ( t ) 是 n 阶雅可比矩阵的特征多项式 ( X o ⑷）.考察 J 的主子 
式并按最后一行的元素分解,我们就得到一个递归关系式 

Xk ⑻= ( a k - t ) Xk - i ( t ) — h - fk - iXic - At ), k ^2. 

由此可得， Xn(t) 由乘积 & lCl ，…，& n _ ic n _! 决定而不是由数 Cfc 单独地决定.在这 

种情况下，用代替 J 的系数我们得对称的雅可比矩阵，它具有同样 

的特征多项式 Xn ⑷.但是，正如我们已经知道的(见附录§2)，矩阵 J ' 的特征根都是 
实的，所以, Spec ( J ') CR • 

转向任意特征值 A 的重数问题 ( J 作用在 IT 上),注意，特征向量 x 的坐标町， ..., x n 
由线性关系式 


— Ck-2^k-2 + (ttfc-1 — 入 ) 工 fc_i — bk-lXk = 0, 

A: = 2, 3, • • • ， n + 1 (co = 0 = b n ). 

联系起来，按照这些关系式，抑 = ,其中比例系数 W 具有分数 形式： 分母 
^1&2 ••- b k -\ ,分子是 &ici,... ， & fc _ ； LC fc _i,(ai - A ), … ， (a fc _；L - A ) 的 函数. 不失 
一 般性，可以认为 a = 1 . 此时， x 就是唯一确定的特征向量.可见，根 A 的代数重 
数，在这种情形，和它的几何重数一致，等于 1. 

3*3*3 

3.3.4 显然，同时对角化的算子4 , S 是可交换的.反过来，设4， S 是可交换的 
对角的线性算子 . 4的对角性意味着 y = ㊉ … ㊉ ， { A l5 • • • , A p } = Spec (^). 

根据引理6,其中 C 可以用任意域来代替，只要该域包含 SpecM )* Spe C (S )，而每个 
子空间对 S 都是不变的.但是，如果 W 是任意一个不变子空间，那么 S 的对角 
性质导致它在 W 的限制的对 角性. 特别地，在可选取基底 ( ef , …， e 泛），在此 
基之下， S 取对角形式.因为对 i = 1，…， p 都成立，又因为,所以， 
(#，•••，#，#，•••，#)是个基底，4和 S 在此基底之下可对角化. 

3.3.5 因为，由4和 S 的埃尔米特性(对称性)可推出乘积的埃尔米特 
性.除此以外，由谱分解定理推出， A 是4的多项式， v ⑦是 S 的多项式.因为 

U 

AB = BA => VaVB = VBy/A, 

所以，我们有 

AB = (y/AVA)(VBVB) = (VaVB) 2 , 

又因为 ( vC 5)* = > o , ( Vs )* = Vb > o , 那么， （ vC 5 v ^)* = VaVb , 进而, 

AB >0. 

3.3.6 显然， ^ A 2 ) = CA ) 2 = {- A ) 2 = A 2 , 所以，可以把 A 解释成带有标准纯 
量积的列向量空间上的线性算子，我们有 ( A 2 x | x ) = ( Ax |^ x ) = -(Ax I Ax ) 彡 0 .其 

次 ， Ax = Ax 4 A 2 x = A 2 x 且 A 2 彡 0 . 




3.3.7 考察两个二次型 
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g(x) = (^4x|x) ， r(x) = (Sx|x), 

它们分别由4和 S 对应，按条件 g ( x ) 是正定的，所以，按§2的定理8,二次型咖 ）, 
r ㈨ 可以同时化如果算子乂，《在相应的基底之下&= diag ( A !,... , 

An ), J 5 = diag (" i ,... ,/ x n ) ,那么 

Spec (^4 S ) = Spec ( AB ) = { Ai " i , , A n / x n } G R , 

因为 \ G R , //, G R . 也可以用其他办法证明. 

3.3.8 为了决定二次型 g ( x ) 的平稳值，利用分析学中拉格朗日方法是很方便的. 

在欧几里得向量空间 V 的直角坐标系之下应有以 X) , (x|x) =1. 与拉格 

• • 

朗日方法相对应，建立函数 1 ’ 3 

71 71 

L (工 1 ，工 2 ,…，〜)= E fijXiXj — 

i,j = l 2=1 

且按 A ,i = l , …， n 求一阶偏微商并取零，我们得到一个线性方程组 

71 

〉: {fij - = 0, i = l ，2，...，7 i ， 

这个线性方程组在我们求对称算子 7 的特征值和特征向量的时候已经遇到过，7就 
是与9相伴的那个算子.这就得到了所需的断言. 

换言之，按证明,二次型咖）在算子7的某个特征向量 q (长度为 1) 处取得稳定 
值. 因为* Fe : = Aih ,所以 


= (Gi\J~Gi) = |e^) = A^. 

这意味着,二次型 g ( x ) 的稳定值和它的规范型的系数是一致的. 

3.3.9 提示.不失一般性，可以把 C 上的向量空间 F , dim V < 00 上的可交换 

的算子族看成是有限的，原因是，由于/ :( vo 的维数有限，这个算子族中，总可以选出 
有限基的子集 


{ 乂 1 ， • . • ，乂 m|^i 乂 = 乂 j 乂 “ 1 ^ ^ J ^ TYl^ . 

然后，对 m 归纳，再用引理6的证明中推断. 

如果，已经找到一个特征向量 X , MAir - , An - l 有人 X = AiX ,那么，看人!不 

变的子空间 W = C [入 n ] X ，而且，在这个子空间中，特征向量>^ = f ( Am )^ : Amy = 
A m y , 其中/是某个多项式.但是，在这种情况下，人 y = Aif ( Am )^ = /( An)Ax = 

/(An) 入 iX = Xiy . 
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3.3.10 提示. 当 n = l 时，命题显然.然后对 n 用归纳法.可以认为 ， AjJ e J 是 

作用在向量空间 V 上的线性算子在固定的基底 , e n ) 之下的矩阵，同时, 

AA - = A •人 • 依据习题 3 . 3 . 9 ,算子族{為七€ J } 有公共的特征向量為 x = 
入佯. 不失一般性，可以认 Sx = ei ,如有必要，可用共轭集合收= { C f )~ l ^ C f 来代 

替 0. 在这样约定之下，我们就有 


A ?. = 



Bj e M n _ i ( C ). 



由条 件次牟 = AjAi 推出风 巧 = BjB “ 而且按归纳假设，必可找到一个非退化矩 
阵 D e M n _ x ( C ) 使得所有的矩阵 D - 1 风 D 都是上三角形的.现在，只要令 


C = 


C ' C n 



就足够了. 

3.3.12 提示. 与习题 3.3.11 相对应， M n ( C ) 的可交换的子代数的最大维数不能 
小于 [ n 2 /4 ]+1.为了证明这个数目的极大性，我们利用 文章 ： Mirzakhani M .// Amer . 

Math . Monthly .— I " 8 .— March — P . 26 0— 26 2 的一个 结论. 我们设 m > [ n 2 /4] + 2 •如 


同在习题 3.3.10 —样，把木 





( m 记成 (*) 形式且巧€ M n _ x ( C ) 是可交换 


的 ： BiBj = BjBi .15 


戾=〈召 1 ,… ，召 m〉c • 


按归纳法假定 r = dim 只彡 [(n - 1) 2 /4] + 1 . 不失一般性，我们可以认为历，. ••具 

T r 

是线性无关的， 从而历 = E ^ b j - 当〗> r 时,我们设 G = Ai ~ Y , 显然，矩 



阵组 Q 是线性无关的,且当 i = r + 1 ,, m 时， 它们中的每一个都形如(^ = 

其中 Q 是1 x n 阶矩阵.此外/向量 Ci 在€上应该是线性无关的. 

现在，我们注意,上三角形矩阵同样可以记成 



A ?. = 



的形状，$是交换矩阵.再次利用归纳假设，我们就导出一个线性无关的 n x 1阶矩 


阵的 c 


S+1 ， 


， c 4 的集合,其中 s 彡 [(n — 1) 2 /4] + 1 . 此时， C ] 


C 


3 


0 


J > S + 1. 


由于 G 和属于同一个可交换族，所以，= 0对任意 i = r + l , 


• • • 


，m 和) 


s+1 ， 


• # 


•， m 都成立. 
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最后，我们考察 (m - r ) x n 阶矩阵 C ， 它的第 i 行上是 Ci,i = r + 1 ， …， m .因为 c ; 
线性无关，所以 rank A > m — r . 另一^方面， Cc ; = 0对所有 j = s + 1，…， m 都成立. 
因为线性无关又因为对矩阵 C 的线性算子 C 都有 dim Ker C + dim ImC = n (第二 
章 §1 的定理 4 )， 所以，借助对于 m , r 和 s 的不 等式， 我们就有 


n ^ (m - r) + (m - s) 彡 2 


厂 91 

n z 


[(n-l)” 

+ 1)^2 

■rr 

4 


4 

_ m 


.2. 


+ 2 > 7i ， 


这个矛盾完成了我们所需要的证明. 


3.3.13 提示•在1/中选一个基底，在此基底之下二次型/对应的矩阵是 


Jo 


0 

Em 


Em 

0 


研究以 



为矩阵的非退化的对称型 w ( x ， y ) ， 并按照这个矩阵做分解 V = % ㊉ F 2 ， 因此， 


/( x ， y ) = W ( xi , y2 ) ~^( x 2 , yi ). 
另一方面，因为在线性算子和双线性的对应中有 


p(x,y) = (x| 々)， 

其中乂是线性算子，它具有所需的所有的 性质： ^的非退化性^ j 的非退化 
性; W 的对称性4又的对称性. 

3.4.1 考察一个标准正交基底，在这个基底之下4取规范形式，且把每个小块 

( cos p — sin(^\ 

sin w cos(p J 

看成是空间 C / 的一维子空间上用相乘. 

3.4.2 设 A ) = a ) + i^j (复数的通常记法》那么，在基底 ( ei ， Sei ， … ， e n ， Se n )之 
下算子如的矩阵 A r 沿对角线取 


% 




^3 


的分块三角形的 形式. 按照角上为零的行列式的计算规则，应有 


71 


n 


det A r = 




2 


3 = 


3 = 




2 


det A 


2 
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由于线性算子的行列式与基底的选择无关，所以，这就证明了断言.剩 m 来要再实现 
一些细节了. ^ 

3.5.1 因为级数£ (1/ Vk ) 2 是发散的. 

k=l 

麝 

I TL # tTL 

3.5.7 对任意 r n ⑷有 t = cos (2 z — 1) -且对任意 C / n ⑷有 t = cos ; 

+ 1 + 丄 

i = 1，2 ,…， n • 

3.5.8 是的，准确到变量的线性替换， / n 是第二类切比雪夫多项式 • 

4.1.1 按照定理4的推论 

rTnn" = f+ c /， u = u f n u n . 

因此 

r G II’ 门 n " 分 p + u’ = r = q u ff pq = u f — u f, G U f 七 U" • 

4.1.6 只要注意到断言对于等边三角形成立就足够了，因为存在仿射变换/，它 
把等边三角形变成给定的三角形，且/把直角变成直角，中点变成中点，从而把中线 
变成中线. 

4.2.1 7. 

4.2.2 7. 

4.3.1 对称群 S 3 • 

4.3.2 绕点(― 1/ v ^， 1 + 1/ v ^ ) 旋转冗/4 角. 

4.3.3 (1) 两个正交平面上绕不动点的旋 转. 

(2) 一个平面旋转加一个正交平面 平移； 

(3) 平移. 

5.2.3 如同在习题 3.3.8 —样，相应于拉格朗日方法，建立函数 

% 

且给出极值性条件而 - = 0 , 1 ^ j ^ n . 化成对于// = 1 /A 

• • • 

h 3 3 

的特征方程. 

5.2.4 -1/2 < t < l . 

5.2.5 双曲线. 

5.2.6 在它们的方程式的所有的对应的系数都成比例的情形(这是可能的，除非 
是自由的). 

6.1.3 提示. 见[ 2 ]第 4 章 §1. 

6.1.4 例如，取 V =只 2 = W 并考察 元素. 

(1，0)0(0,1) + (0, 1)(8) (1,0). 

如果试图将它表达成 ( a ， bMc , d ) 的形式,那么，就会最终得到一些矛盾的关系式 M = 

1， 6 c = 1 ， ac = 0, = 0 • 
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6.1.5 (A (2) B) - 1 = A -1 (8) B- 1 . 

6.1.6 两个矩阵与 A 0 J 5 重合. 

6.3.2 提示.利用关系式 (10). 

6 3.3 提示. 利用拉普拉斯公式 [BA I ]第3章§3习题 8. 

7 - 1A 由习题 7.1.3 得到一个对于代数 su ( 2 ) 的有用的自同构 映射. 实际上，如果 


A = aiT ± + a 2 T 2 + a 3 T3, B = + /?2 了 2 + PsTs, 

那么， 

[A, B] = AB — BA = C = 71^ + 72T2 + 73T3. 

进而我们容易验证，向量 

(71，72, 73) = ( ai , a 2 , a 3 ) x (/? i ， /? 3 ) 

是个向量积(或外积). 

同样，对 so ( 3 , R ) 可以确信,如果注意到，矩阵 



构成空间邱 (3, R ) 的一个基底，且 

Pi, P2] = P3, [Ps, Pi] = P2, [P2, P3] = Pi- 
7.1.5 由显然的关系式 

(J5 一 1 AB) fc = B~ X AB - J5 一 1 AB … B~ X AB = B~ 1 A k B 


可推出 


exp ( J 5 一 1 AB ) 






k 



k^O 


k^O 


k \ 


B 


一 1 l a k 


A K B 


B 


-1 



k^O 


k \ 


A k • B = B~ 1 (expA) - B 


7.1.6 (e 2 / 2 )A. 

7 . i . 7 由第 3 章 § 3 已经知道，在标准正交基底 k 下，酉算子乂的矩阵乂可以记 

成 A = J 5 • diag { e 〜V •.， e ‘}. J 5 - 1 ，所以 ， A = exp i ( J 5 diag {(^， …，(^ n } J 5 - 工). 

7.1.8 如同对所有的保距映射 一样， ||血|| = || x || ， 所以， ||(^ lB ) x || = \\A(By：)\ \ = 
|| Sx || ，剩下来就是显然的了： 


11^611= sup ||(^ lS ) x ||= sup || Sx || = || S ||. 

IWI = 1 || x || = l 
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7.1.9 选择一个基底，在这个基底之下，正规算子4有对角矩阵 

A = diag{Ai ， … ， A n }, |Ai| 彡 | 入 2| 彡 …> |An|. 

所以 

\\A\\ = sup V|AiXi| 2 H - h |A n x n | 2 = |Ai|. 

卜 i | 2 +".+| 怎 n| 2 =i 

从而可推出整个断言. 

7.1.10 推断纲要在 [15] 的叙述中已经足够自然了.因为 r ( j) fc ^ ||^|| (见第 9 小 
节的 2)), 所以， A k = 0 的情形,我们有^ r (⑷ fc = 0. 而这就意味着， r ( A )< l . 

反过来，当 r (⑷ = T - 2 e < 1且 / c 充分大的 Si , 由第 6 小节的 1) 推出， |#|| 1/fc 彡 

r ( A ) +e = l - s , 从而 |0|| fc ^( l ~ e) k 且由此可见， lim A k = O . 

k — ►oo 

7.3.1 设 

S = {a\fi(a) ^ 0,i = 1, ••- , m} 

是我们的有界多边形.如果& e S ,又比如说， 

/i(a) = 0,… ， f r {a) = 0, / r +i(«) > 0,, fm{a) > 0, (*) 

那么,方程组/办)= 0,1 < r ,决定了平面 n (当 r -0 时 , U = S )- 集合& = nn 5 
就是 S 中包含点&的边界. 

现在，设， V 是多边形 S 的所有顶点的凸包络.因为 S 是个凸集,所以 ，V C 义 
剩下来就是要说明所有的点& e S 必然包含在 V 中.我们对 dim q 用归纳法来证明 

这件事.如果 dim n = 0, 那么， d 是个顶点，且由此可见, 按定 k , 它包含在 V 中. 

进而,我们可以认为°, dim n > 0 ,为确定起见,可设关系式 (*) 被 满足. 我们在平面卩 

上经过点&引出任意直线 {2 + A 0} ,它与多边形 S 的交集，由不等式组 

/i(a + Ax) = fi(a) + \Ti (x) 彡 0, r + 1 ^ z ^ m 

给出(乃是函数的线性部分).多边形 S 有限,所以，给出的交集可表成一个线段你 
就如同在全体平面 rL 上一样，函数 / l , … J r 在点 L 4的每一处都转化 为零. 但是, 
即使是对 某一个 i > r 有 fi ( p ) = fi ⑻= 0 ， 就意味着 dim n 》< dimf ^ 且 dimf ^ < 

dim n d • 按归纳假设,我们可以认为, . 因为 A e 加，所以，就有& G V . 这 
个论断,显然，差不多重复了第 7 章 §3 的定理的 证明. 


教法说明 


质朴地想一下，本书的所有内容都曾经在真正受读者欢迎的教科书中叙述过了. 

实际上,从第 3 章开始就已经不得不放弃个别的片断,而第 7 章只能部分地触及(线性 

算子的指数函数和罗巴切夫斯基几何学).确实,某些材料被有意地挪到习题里了.下 

面的口试测试问题清单反映出教科书的一个版本.每个考签包含两个取自不同章节 
的问题,而且并不十分难于解答. 

测试的问题 

1. 关于域上有限维向量空间基底的定理. 

2. 在向新的基底转化时向量坐标的替换规律. 

3. 具有同一个有限维数的空间的同构. 

4. 关于子空间之和的维数的定理. 

5 . 何时子空间之和是个直和？ 

6. 关于对偶向量空间维数的定理.自反性. 

7. 齐次线性方程组解的几何解释. 

8. 用矩阵给定向量空间的线性映射.向量的坐标变换. 

9. 用术语“核”刻画线性映射的双射性(再用“像”的术语刻画). 

10. 线性算子的代数.极小多项式.刻画算子的非退化性. 

11. 关于在不同基底之下算子的矩阵之间关系的定理. 

12. 不变子空间 ：一般事实； 关于投影算子的定理. 

13. 特征向量和特征值.特征多项式. 

14. 关于几何重数和代数重数的定理.算子迹的性质. 

15. 关于有素谱的线性算子可对角化的定理. 
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16. 复线性算子和实线性算子的不变子空间. 

17. 关于把复线性算子化成三角形的定理. 

18. 哈密顿-凯莱定理及其推论. 

19. 叙述关于矩阵若尔当标准型的定理及其推论(可对角化的判别方法). 

20. 关于幂零矩阵的若尔当标准型. 

21. 关于把空间分解为根子空间的直和的定理. 

22. 矩阵若尔当标准型的唯一性. 

23. 在不同基底之下的双线性型的矩阵. 

24. 对称的与斜对称的双线性型.二次型. 

25. 关于把对称双线性型化成规范型的定理. 

26. 实二次型的符号差的唯一确定性(惯性定律). 

27. 化非退化的对称双线性型的雅可比方法. 

28. 正定型和正定矩阵.西尔维斯特判别法. 

29. 斜对称的双线性型的规范型. 

30. 欧几里得向量空间.柯西-布尼亚科夫斯基不等式及其推论. 

31. 标准正交基底的存在定理.格拉姆-施密特过程 • 

32. 关于空间正交分解的定理. 

33. 欧几里得向量空间和对偶空间的自然同构. 

34. 标准正交基底和正交矩阵.群 0(n) 和群 SO(n) . 

35. 欧几里得向量空间上线性算子与双线性型的关系.自共轭性质. 

36. 关于自共轭算子的可对角化定理. 

37. 化二次型到主轴上去.矩阵的表述. 

38. 关于将两个二次型同时演化的定理. 

39. 关于正交算子的规范型矩阵的定理. 

40. 关于把非退化算子表示成自共轭算子和正交算子的复合形式的定理. 

41. 埃尔米特型和埃尔米特空间.标准正交基底的存在性. 

42. 埃尔米特算子和酉线性算子.群 C/(n) 和群 SC/(n) . 

43. 仿射空间：同构；坐标系. 

44. 仿射线性函数和线性方程组.子空间的表达. 

45. 关于欧几里得空间中点到平面的距离定理. 

46. 最小二乘法.关于函数逼近的概念.超定的线性系统. 

47. 关于欧几里得空间中平面间的距离的定理. 

48. 格拉姆行列式和平行六面体的体积.实空间中关于方向的概念. 

49. 把欧几里得点空间上的仿射变换分解成平移，有不动点的运动以及沿相互 
垂直的方向伸缩的乘积. 

50. 作为有向体变换系数的仿射变换的行列式. 
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51. 直线上和平面上运动的分类. 

52. 3维欧几里得空间的运动的分类. 

53. 仿射空间上的二次函数.中心的性质. 

54. 把二次函数化成规范型. 

55. 二次曲面与二次函数之间的对应. 

56. 二次曲面的类型. 

57. 二次曲面的大秩和小秩.锥面与柱面. 

58. 张量概念.价< 2的张量. 

59. 张量的坐标.关于卷积的概念. 

60. 斜对称张量.交错算子的性质. 

61. 外积和外代数. 

62. 外代数的基底. 

63. 外积与行列式. 


A 


埃尔米特多项式 ， 144 
埃尔米特函数 ， 144 
埃尔米特空间 ， 98 
埃尔米特算子 

〜 的规范形式 ， 109 
正定〜 ， 119 

埃尔米特型 

正定〜 ， 98 

B 

巴拿赫空间 ， 103 
半幻的 ， 5 
半空间 ， 279 
半轴，202 

保距群,170 
保距算子,109 

〜 的规范形式 ， 113 
保距映射,168 
闭单纯形 ， 177 
闭球 ， 102 
变向的基底 ， 260 


遍历性，285 
标准正交基底，100 
不可约化矩阵 ， 283 

C 

产品向量 ， 277 
长度, 86 
超平面 ， 15, 151 
垂直 ， 161 
垂直线 ， 161 
纯量积 ， 85 ， 98 
纯量域的提升 ， 236 

I 

D 

大秩 ， 199 
代数,5 

代数(流形)簇, 211 
单参数矩阵群 ， 268 
单参数线性算子群, 268 
点，147,151,207 
定向 ， 260 
度量 ， 102 


度量空间 ，102 

完备的〜，103 
度量型，179 
对称代数, 248 
对称化，243 
对称中心，196 
对偶基底, 22 
对偶空间，21 
多面体，279 
多重线性型，27 
多重线性映射, 26 

对称〜，27 
交错〜，27 

E 

二次函数，188 

等价的〜，191 
二次曲面，194 

非退化的〜，197,222 
射影〜，221 
退化〜，197 
无中心的〜，196 
有中心的〜，196 
二次型，31 

〜的对角型，32 
〜的规范型，32 
半正定〜，35 
不定〜，35 
非负定〜，35 
非退化〜，35 
负定〜，35 
实〜，34 
正定〜，35 
二重子空间，194,222 

F 

反变张量代数，248 
反同构, 65 
反向的基底，260 


泛性，234 
方向子空间，151 
仿射包络，153 
仿射等价，190 
仿射空间，147 

〜的坐标，150 
〜的坐标架，149 
仿射群，165,166 
仿射图, 209 
仿射线性函数，156 
仿射线性流形，148 

〜的方向，148 
仿射线性映射，149 
仿射映射，149 
弗罗贝尼乌斯不等式, 56 
符号差，35 
复化算子，128 
复结构，123 

规范〜，128 

复幂零算子，83 
复直线, 266 
赋范空间，103 

G 

格拉姆-施密特正交化过程，89 
格拉斯曼代数, 250 
根子空间，71 
共变张量代数, 248 
共线,175 

固有自同构，180 
关联, 208 
惯性定律, 34 
惯性张量，243 
惯性指数, 35 

负〜，35 
正〜，35 
惯性主矩，244 
规范基底，144 
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H 

哈密顿-凯莱定理, 68 
函数空间，4 
合同矩阵, 29 

J 

基本序列，103 
极大向量, 262 
极点，224 
极小多项式，51,56 
几何重数, 60 
渐近方向，201 
渐近向量，201 
交错化, 246 
结构常数，239 
界面，279 

矩阵空间，5 
距离，161 


罗巴切夫斯基度量，292 
罗巴切夫斯基几何，289 
罗巴切夫斯基距离，292 
罗巴切夫斯基空间，287 
罗巴切夫斯基平面，293 

M 

模, 86 
魔幻的，5 
目标函数，277 

N 

内部，287 

O 

欧几里得向量空间，85 

P 


K 


开单纯形，177 
开球，102 

柯西-布尼亚科夫斯基不等式, 86 
柯西序列，103 
可分解向量，256 
可约化矩阵，283 
克罗内克符号，236 


L 


拉丁方，301 

~ 的符号，301 
偶〜，301 
奇〜，301 
勒让德多项式，140 
李代数, 55 
零化多项式, 56 
零化子, 256 
零平面，95 


泡利矩阵，273 
陪集，18 
偏斜，158 
平面,15,151 
平行，158 
普法夫型，41 
谱,62 

单〜，62 
矩阵的〜，62 
线性算子的〜，62 
谱半径，272 


Q 


齐次函数，244 
齐次坐标，208 
奇点，201 

切比雪夫多项式，143 
球面，102 
权函数，143 




R 


若尔当标准型， 70 

〜基本定理，71 
若尔当矩阵, 70 
若尔当块，70 

S 

商空间，18 
商算子，66 
上部空腔，183 
射影变换，212 
射影二次曲面, 221 
射影二次曲线，222 
射影空间，207 
射影平面，207,299 

n 阶〜，300 
射影群，212,213 
射影线性流形，207 
射影性质, 214 
射影子空间，207 
生成系，208 
生成子空间，4 
实二次型的标准型, 34 
实化算子，125 
实化向量空间，125 
实平面，130 
收敛， 

按模〜，103 
绝对〜，104 

束，206 

双仿射函数，187 

对称的〜，187 
双曲几何学，289 
双曲面，39,197,202 
双曲拋物面，197,202 
双随机矩阵，284 
双线性型，28 

对称〜，29 
斜对称〜，29 


双线性映射, 22 
施图姆-刘维尔算子类，142 
算子代数，49 
随机矩阵，284 

T 

特征多项式，61,276 
特征基底，63 
特征向量, 60 
特征值, 60 
提升指标，249 
同构，12 

标准〜，13 
自然〜，13 
投影，49,89 
投影算子，49 
凸闭包，177 
凸子集，177 
椭球面，197,202 
椭圆拋物面，197,202 

W 

外 p 次幂, 260 
外 p 形式，247 
外代数，250 
外积，249 
完整卷积，239 
伪欧几里得空间，179 
伪欧几里得运动，180 
无穷远超平面, 209 
无穷远直线，206 

K 

X 

下放指标, 249 
线段，161 
线性包络, 3 
线性函数 

半〜，101 
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共轭的〜，101 
线性空间，2 
线性算子， 

〜的不变子空间，58 
〜的范数, 263 
〜的迹，54 
〜 的模，261 
〜 的谱，62 
〜的行列式，54 
〜的张量积，235 
埃尔米特〜，106 
半单〜，83 
保矩〜，109 
复共轭〜，130 
复化〜，128 
共轭〜，65 
可对角化〜，63 
零化〜，51 
幂零〜，52 
实化〜，125 

斜埃尔米特〜，107 
有界〜，262 
正规〜，116 

线性无关, 7 
线性相关, 7 
线性映射，44 
线性子空间，3 
线性组合, 3 
相似距阵, 53 
相同定向的基底，260 
相应于权 〆 的标准正交多项式，143 
向量, 2,3 
向量空间，2 
复化〜，124 
零维〜，8 
实化〜，125 
无穷维〜，8 
循环〜，67 
小秩，199 

斜对称二次型的规范型, 38 


斜对称算子,107 
辛矩阵，94 
辛空间，93 
辛群，94 
辛算子，93 
循环矩阵, 80 
循环块，80 


Y 


有界的多面体，279 
矩阵，101 
空间，98 
余维数，15 

与 g 配极的 p 线性型，245 
圆锥曲线，194 
运动，168,289 

固有〜，171 
运动群，289 


Z 


张成子空间，4 
张量乘积，229 

向量空间的〜，234 
张量， 

〜的分量，230 
〜的卷积，238 
〜的系数，230 
〜的坐标，230 
度 量〜， 236 
对称~，243 
反变〜 ，226 
共变〜，226 
混合〜，226 
斜对称〜，245 
张量积，228 

线性算子的〜，235 
真洛伦茨变换，184 
真洛伦茨群，184 
正规矩阵，116 



正交补 ， 89 
正交分解，299 
正交化过程，89 
正交矩阵 ， 93 
正交群 ， 93 
直和 ， 16 

内〜， 17 
外〜，17 
直线，15,151 

直线间的夹角 ， 160 
指数函数, 265 
秩，29,31 

二次型的〜，31 
线性映射的〜，46 
向量组的〜 ， 8 
双线性型的〜，29 
中心，189,196 
中心函数 ， 189 
重比, 216 
重心组合 ， 154 
重心坐标，154 
重心坐标系 ， 154 
主子式, 37 
柱面,197 

〜 的底面，198 


- 的母线，198 
转换矩阵，11 
转置逆矩阵，232 
锥面，197,221 
子空间，3 

〜的和，14 

〜的张量积， 

互补〜 ，17 

循环〜，74 
自反性，24 
自共扼算子，139 
最简比例，175 
最小二乘法，132,134 
最优化，277 
左根, 29 
左核，29 
坐标，10,150 

其他 

维平面，15 
#外形式，247 
线性映射, 27 
P 向量, 247 





